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Correction : devoir librel : de préparation pour les devoirs surveillés

Exercicel : Donner la valeur de vérité et la De la proposition suivante :

négation de chacune des propositions suivantes | F"3JIx eR/2x2-1=3"

1)P"(221 et —1eN )" Solution: F"3Ix e R/2x2-1=3"

2)Q (@2 2 ou 2 ¢N ) Se lit « il existe un unique x e R/2x2-1=3"»

3) R"vx cR/2X 20" 2Xx2-1=3<2&2=4x2=2&X =2 0U X =2

4) M"3Ix eR/2x —1=3" (il donc 2 solutions)

5) N "vn e/ ene Donc : La proposition : F"3lx e R/2x2-1=3"
2 est fausse

6) F"3x e R/2x2-1=3"

. " Exercice3 : résoudre dans R I'inéquation (1):
7) K"3x e R/x2—x +3=0

Solution :1) La proposition : x2—|x-2+5=0

P"(2>1 et —1eN )" estfausse Solution : soit S 'ensemble des solutions de(1)
Car "2>1 " estvraie et"-1eN" estfausse |Soit xeR: étudions le signe de : x—2

La négation de «P"(2>1et—1eN )") » est Premier cas : si Xe[2;+0[ alors [x—2|=x-2
P"(2<lou-1gN )" Donc I'équation (1) devient :

2)La proposition : Q"(\/§220u f2¢N ) estvraie | X2—(Xx=2)+5=0x2—x+7=0

Car "\/3>2 "estfausse et "/2 ¢ N" est vraie A=1-28=-27<0 donc: §, =&

La négation de «Q («/52 2 ou \2gN )") » est | Deuxieme cas : si Xe =12 alors :

O"J3<2 et JZeN" x—2|=—(x-2)=—x+2
3)La proposition : R"Vx e R/2x >0" est fausse | Donc I'équation (1)devient :

Car pour x=-1: elle est fausse X2+(x—2)+5:0<:> X2+ X+3=0
La négation de « R"VX € R/2x >0") » est
R"3x eR/2x < 0"

4)La proposition : M "3x eR/2x —1=3" est vraie
Car pour x=2 : elle est vraie

La négation de « M "3x e R/2x —1=3"» est Montrer que @ x#y = (x+1)(y-1)#(x-1)(y+1)
M"Vx e R/2x —1=3" Solution : Utilisons un Raisonnement par
contraposition :

Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y ??

A=1-12=-11<0 Donc S,=9
Finalement: S=5 US, =0
Exerciced : xeR;yeR

5)La proposition : N "vn eN/%eN" est fausse

Car pour n=1: elle est fausse ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=
7z . n n "

Lanegatlon de «N "vn EN/EEN » est Xy_x+y_1zxy+x_y_l

= -2X=-2y=>X=Y

— n
N"I3neN/—¢gN"
=2 Donc : x#y= (x+1)(y-1) #(x-1)(y-+1)

Exercice2 : Donner la valeur de vérité

Prof / ATMANI NAJIB http://www.xriadiat.com/ 1



http://www.xriadiat.com/
http://www.xriadiat.com/

Exercice5 : Soient a>0 et b>0 Montrer que si
a b

——=——alorsa=h.

1+b 1+a

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en

a b
supposant que —=——et a=b.
1+b 1+a

Comme i:Lalors a(l+a)=b(1+b)donc
1+b 1+a

a+a2=b+b2d’ou a2—bh2=h—-a. Cela conduit a

(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b=0et

donc en divisant par a—b on obtient :
a+ b =-1. La somme des deux nhombres positifs a
et b ne peut étre négative. Nous obtenons une
contradiction.
Conclusion : si i:L alors a =h.

1+b 1+a
Exercice6 : Montrer que La proposition
P:(VxeR)(VyeR):x2+y?>x+y est fausse :
Solution : sa négation est :

P:(IxeR)(FyeR): x2+y2<x+y
_ 1 _ 1Y 1
En posant: x=1 et y:E on aura: 12+ 5 <1+§

cad %<% donc La proposition P est vraie

Donc P est fausse.
Exercice7 : Montrer que La proposition

P:(V(ab)eR?):ya2+b2=a+b est fausse :
Solution : sa négation est :
P:(3(ab)eR2):Jaz+bz a+b

En posant: a=4 etb=3 on aura:

Ja?+b? =\16+9=25=5 et a+h=4+3=7

Donc La proposition P est vraie donc P est
fausse
Exercice8 : Montrer que La proposition

P:(VXER*):X-}-EZZ est fausse :
X

Solution : sa négation est : EZ(HXER*)ZX+E<2
X

En posant: X=-1 onaura : —1+il:—2<2 donc

La proposition P est vraie donc P est fausse
Exercice9 : 1) Montrer que :

(v(a;b)e(R+)2):a+b=0<:>a=0 et h=0

2) XeR et yeR Montrer que :

\/x2+1+«/y2+1:2@x: y=0
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Solution : 1)a) =:Montrons que
(v(a;b)e(R+)2):a+b=0:a=0 eth=07

Supposons que ; a+b=0 et (a#0 ou b#0)et
(ab) e (R")

Donc a+b > 0contradiction par suite :
a=0etb=0

b) < inversement si a=0 et b =0 alors on aura
a+b=0

Donc : (v(a;b)e(R+)2):a+b=O<:>a=0 eth=0

2) XeRetyeR

+1+\Jy?+1=2 @ +1+fy2+1-2=0
@(M—1)+(\/m-1)=0 or /x2+1-1>0et
y2+1-1>0

@M—lzo et y?+1-1=0

ox2+l=1et y2+1=1
Sx2+l=1et y2+1l=1<x2=0et y2=0
<x=0ety=0

Donc : VX2 +1+,/y?+1=2&x=y=0

ExercicelO : Montrer par récurrence que : pour
tout entier n>5: 2" >6n

Solution : Notons P(n) La proposition: « 2" >6n»
1étape : Pour N=5:2°=32 et 6x5=30

Donc 2° >6x5 Donc: P(5) est vraie.

2étape : Supposons que P(n) soit vraie
C'est-a-dire : 2" > 6n

3étapes : Montrons alors que : 2" > 6(n +1) ??
Or, puisque 2" >6n (d’aprés I'hypothése de
récurrence)

Donc: 2"x2>6nx2 donc 2" >12n (1)

Or on remarque que : 12n>6(n+1) (2)

En effet : 12n—6(n+1):6n—620

Car: n>5donc 6n>30 donc 6n—6>24>0
On conclut par récurrence que :

Pour tout n>5: 2" >6n

Exercicell : Montrer que : Vn € N;10" -1 est
divisible par 9
Solution : Montrons 3k € N/10" —1=9k
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1étapes : Pour n=0 nous avons 10° -1=1-1=0
est un multiple de9

Donc P (0) est vraie.

2étapes : supposons que : 3k e N/10" —1=9k
3étapes : Montrons alors que :

Ik’ eN/10"" —1=9k" ??

10" ~1=10" x10-1=10" x(9+1)~1=10" x9+10" 4
1On+l _1:10n XlO—lZlOn X(9+1)_1:lon X9+10n A

Avec k'=k +n®+n+1
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

vn € N;10" —1 est divisible par 9
Exercicel2 : Montrer que :
vneN;n®+2n est divisible par 3

Solution : Montrons 3k e N/n®+2n =3k

1étapes : Pour n=0 nous avons 0°+2x0=0 est
un multiple de3

Donc P (0) est vraie.

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie
C'est-a-dire : 3k e N/n®+2n =3k

3étapes : Montrons alors que :

3k eN/(n+1)’ +2(n+1)=3k" ??

(n +1)3 +2(n+1)=n’+3n*+3n+1+2n+2=
:(n3+2n)+3n2+3n+3:3k+3(n2+n+1):3(k+n2+n+1)
=3(k +n*+n+1)=3k’ Avec k'=k +n’+n+1
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence on a :
vneN;n®+2n est divisible par 3

Exercicel3 : Montrer que pour tout ne N” :

P42 434 4n? =" x(n +1z3><(2n +1) .

Solution : Notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n)

est vraie pour tout ne N*.

1étape : Pour n=1 nous avons

L :1><(1+1)><(2+1) :l><2><3 _
6 6

Donc 1=1. Donc P(0) est vraie.

2étape : Supposons que :

nx(n+1)x(2n+1)

6

1

P+22+3+..4n° =
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3étapes : Montrons alors que :
2_(n+1)x(n+2)x(2n+3) oo

P+22 43+ 40 +(n+1)

6
Ona:r+2+3+.+0°+(n +1)2:(12+22+32+...+n2)+(n +1)2
etona: 12+22+32+...+n2=nx(n +12:(2n +) d’aprés

IryEbth@seke récurrence
bohd 059, .y +(n+1)’ =%+(n +1y

(03 250 1 - oy 22220
2n’ +7n+6

6
oftes

Et on remarque que : 2n*+7n+6=(n+2)(2n+3)
2 (n+1)x(n+2)x(2n+3)
) 6

Donc : 12+22+32+...+n2+(n +1)

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

nx(n+1)x(2n+1
P+22+3F +..4n" = ( 25 (20 +1)
Exercicel4 : (Récurrence) Montrer que pour tout
n2x(n+1)2

NeN" :+2°+3+.+n°= 1

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n)
est vraie pour tout ne N*,

12x(1+1)2 1

1étapes : Pour n=1 nous avons 12 =

Donc 1=1. Donc : P(0) est vraie.
2étapes : Supposons que :
n2x(n+1)2
4
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est
vraie.
Montrons alors que :

i (n+1)2x(n+2)? _
4

P+22+3F+..+n=

P+2°+8 +.+0°+(n+1)

[<n+1)<n+z>j2 .

2
Ona: 13+23+33+...+n3+(n+1)3:(13+23+33+...+n3)+(n+1)3

n2x(n+1)2
etona: 13+23+33+...+n3=# d’aprés

I'hypothése de récurrence
5 N2x(n+1)2

donc i +2°+3%+..+n+(n+1) +(n+1)3
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=(n+1)’ (n{m +1)=(n +1) (W]
+42)2 ((n+1)(n+2)]2

n+2)2
2

(n

(n+1)2(

:(n+1)2 >

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a :
n2x(n+1)2
—
Exercicel5 : Montrer que pour tout ne N™ :
1+3+5+..+(2n+1)=(n +1)2.

Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n)
est vraie pour tout ne N*.

1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons

1+3=4 et (1+1)" =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.
2étapes : Supposons que :

1+3+5+..+(2n+1)=(n +1)2
3étapes : Montrons alors que :
1+3+5+..+(2n+1)+(2n+3)=(n +2)2 2?2

Ona:
1+3+5+...+(2n +1)+(2n +3):(1+3+5+...+(2n +1))+(2n +3)

et on a d’aprés I'’hypothése de récurrence:
1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2

Donc:

1+3+5+...+(2n +1)+(2n+3) =(n +1)2 +(2n +3)

1+3+5+...+(2n+1)+(2n +3)=n*+2n+1+2n+3=n"+4n +4

neN :LP+22+3+..+n°=

Donc :1+3+5+...+(2n +1)+(2n +3)=(n +2)2
Conclusion : Par le principe de récurrence on a :
1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)2 vne N

Exercicel6 : Montrer que : Vne N;7" -1 est
divisible par 6

Solution : 1étapes : linitialisation :Pour n=0 nous
avons 7°—1=0 est un multiple de 6

Donc P (0) est vraie.

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie
cest-a-dire: Ik e N/ 7" —1=6k

3étapes : Montrons alors que :

Fk'e N/ 7™ —1=6k’ ??

7" 1=TxT7"-1=7"x(6+1)-1=6x7"+7"~1=6x]
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1= 6(7n + k) =6k’ avec K'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a :
VneN;7" -1 est divisible par 6

« C’est en forgeant que 1’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices

Que I’on devient un mathématicien

"1+ 6k
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