Cours et exercices d’applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 2)

PROF: ATMANI NAJIB

2eme BAC Sciences maths
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NOMBRES COMPLEXES(Partie 2)

1) LA FORME EXPONENTIELLE D’UN
COMPLEXE NON NUL.

1) Notation et conséquence :
Définition : Soit 8 un réel

on pose : cos@ + i sind =e"
Soit z = [r, 8] un complexe non nul, on a :
z =r(cosf + i sinf) = re'

Cette écriture s’appelle la forme exponentielle du
complexe non nul z

Exemple : z =2 +iV2

v
|Z|=2 et argz==[2r]
4

iZ
Donc: z=2e*
Conséquence de la notation :
Tous les résultats qu’on a vus au paravent
concernant les modules et les arguments des
nombres complexes non nuls
On peut les rapporter en utilisant la notation
exponentielle.

' i0'

Propriété : Soient z=re"’ et z'=r'e

1) 2z’ =rr'e@? ) 2" =r"e"

pller  ylrges
r r

5) Z=re" 6) —z=re'™?

Exemples : donner la forme exponentielle des
complexes suivants :

1) z, =2+2i 2) z,=1-i3  3) z,xz,
44 5) (z,)"
ZZ
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Solution :1) 7, =2+2i |z|=+v2%+2* =8 =22

2+2i= «/_( +|—j ZJ_(cos +isin%j

N7
Donc: z, = Zﬁei%
2) ,=1-i3  |z|= (1) +(~B) —A-2

1-i3 = 2[%4?} = 2(cos%—isin%)

oonc: {5 o2

LT
—i=

Donc: z,=2e 3

3) z,xZ,

2, x2, =2J2e' 4 x2e '3 =4J2e'* 3 = 42e 12

4)%22\/5?;4 2‘2/_ ( )_2\/54 3—2\/—612
2 2 3

12
5)(z,)" = £2e_'3J —2e 3 =2e

2) Formule de Moivre
Propriété :Pour tout réel 8 on a:

(re”)" =(r)" re™
d'ou : (cos@+isin®)" =cos(nd)+isin(no)
Applications : en utilisant la Formule de Moivre

1)montrer que : Sin 26 =2sin@coséd
Et que : cos20 =cos’#—sin’d VOeR

2)montrer que : cos36 = 4cos® @ —3cos b
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Etque : sin39=3sin@—4sin*0 VHeR
3)montrer que : cos4d =8cos* & —8cos” 6 +1

Et que : sin46 = 4cos’ @sin @ —4cosfsin® 6
Solutions :1)d’aprés Moivre on a :

(cos@+isin§)’ =cos26 +isin 20
Etona: (cos@+isind)’ =cos® §—sin? @+ 2isin fcosd
Donc : cos? & —sin? @+ 2isin @cos @ =cos20 +isin 26

Donc : cos28 =cos? @ —sin’ O et sin 26 =2cosdsin &
2) d’aprés Moivre on a :

(cos@+isin 6?)3 =c0s30+isin36

(cosd+isin 9)3 = cos’ ¢9+3(cos(9)2 isin6+3cosA(isin 0)2 +(isin 9)"
=c0s’ 6-3cosdsin® 0 +i (30032 gsing-sin’® 9)

Donc :

cos’ 0—3cosGsin’ 0+i(3cos’ Osin @ —sin’ ) = cos 30 +isin30
Donc : sin360 = 3cos® #sin & —sin® 9

Et: cos30 = cos® @ —3cosdsin’

= cos® 0 —3cosf(1—cos’ 0)

Donc :

c0s36 = cos® @ —3cos @ +3cos® @ = 4cos® @ —3cos 6

Et sin30 = 3cos’ sin 6 -sin’ 0 = 3(1-sin’ 6)sin 6 -sin’ 0
=3sin@ —4sin’* 0

3)montrons que : cos48 =8cos’ #-8cos” H+1

Et que : sin40 =4cos’ @sin@—4cosfsin®0 2
3) d’apres Moivre on a :

(cos@+isin )" =cos40 +isin 46

(cos@+ising)" = cos* 6 +4(cos6)’ isin @ —6cos® Hsin® 0

Prof/ATMANI NAJIB

—4icos@sin® @ +sin* 6

Donc : cos468 =cos* & —6cos? dsin® @ +sin* @

Et sin46 = 4cos® &sin @ —4cosOsin® 0

Donc :

cos 46 = cos* 6 — 6cos? 6?(1—cos2 9)+ (l—cos2 6’)2
Finalement en a donc :

cos40 =8cos* @ —8cos” 9 +1
Et que : sin46 = 4cos’ #sin @ —4cosHsin® 6

3) Formule d’Euler :Soit Z = cosf + i sinf = e"

un nombre complexe non nul et son conjugué

7 = cos6 - i sind = € en faisant la somme

eiH +efi¢9
2

puis en faisant la difféerence membre a membre

membre a membre on obtient : cos8 =

- . e e
on obtient : sinf = -
2i
Propriété : Pour tout réel 6 on a:
el? -io gif _ a0
cosd = et SiNX= .
21
Applications : 1
. 4 11
Exemplel:Linéariser : COS" X 12 1
_ 188 1
Ona: 14641
15101051

(a+ b)4 =a’ +4a’%+6a*b? +6ab’ +b*

. . 4
e|9 +e—|¢9
Donc : C0s* @ = [Tj

triangle de Pascal

4
1 : I L L )
:(E (e4|9 +3e3|6’e i0 +662|9e 2i0 +3e|0e 3i0 _|_e4l|9)

:i(eme+362i9+6+3e—2i9+e—4i9)
16

=%(e‘“9+e“”9+3(e2”+e‘2‘9)+6)
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%(200546’+3x200526+6)

Car e"? +e™" =2cosné

Donc : cos* @ = =%(cos4¢9+300526’+3)
Donc : cos* @ = =%cos4¢9+§00520+§

Exemple2:
1)Montrer que (V(a, B) € R?

gie 4 glf — ei(02‘+§j ei[z_@ +e_i[3_§)

(Cette égalité nous permet de déterminer la forme
trigonomeétrique de la somme de deux complexes
de méme module)

.TT
I— iz if
2)onpose:U=3€° etv=3e7’ etu =1l+e?

Etu,=1-e3

Déterminer le module et 'argument du nombre
complexes :U+V ; U, et U,

Solution :1) a vérifier

2)a) U+V=3e"5 +3e7 = S(ei5 + ei7j

U-+v= 3ei(2’;[j ei(lig_l@ + e_i(ﬁr@

u+v= Sei[igj ei[;) + e_i[;]

NEY, 4
7\ (%)
u+v==6cos| — [e'® i
(35j et puisque

6cos| 2= |> 0 alors - lu+v|=6cos 7z
35 35

Et arg(u +v)zg—75T[27z]
2
byU, =1+ s = eI(GJe_I(6j + el(""j
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o —elé) (e'@ +e-(z)} 20057 x 3

Car : d’aprés Euler "’ +e ™’ =2cosné

alors : u, = ﬁxei(%) lu,|=+/3

Et arg (u,) = ¢ [27]

ei(zj e_i(zj — ei@ =-2isin % X ei(igj

Car : d'aprés Euler e"’ —e " = 2isinsn@

alors : u, = —i ><ei[%j lu,|=1

Et arg(uz)s—%+%[2ﬂ] donc : arg(uz)s—%[ZH]

Et arg(u,) =~ 7+ [27] donc : arg(u,) =~ [27]
Exercicel :1) en utilisant la formule d’Euler

Montrer que : cos? Hzm feR

2) Montrer que : cos®* 0 = %cos36’+%cos€

3) Montrer que : sin39=—%sin30+%sin0 feR

4) Montrer que : sin40=%00340—%00520+§

5) Linéariser : a) sin® @ b) cos?@sin® 6

e’ +e™
Solution :1)On a : cos® X :(T

1 2
:[Ej <e2i0+2ei6e—i0+e—2i6)

_oio cos260+1

=1(e2i9 +e +2)=1(2cosze+2)=
4 4

2) cos30=%cos30+%cose ?

RN I
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1 » : r r
Cossé’zg( el?3 | 3120 . @710 4 3pi0 . @120 4 @ |39)

COS3 0= %((eig3 4+ e*i39 ) + B(eie n efig ))

in@

Ona: e +e™

=2cos(nd) donc :

%(200536’+3x 2cos ) = %00530+%cos¢9

3) sin®o = —lsin 3¢9+§sin o ?
4 4

0 _ g0

Ona: sin&:e

Donc :

sin° 0= ¢’ ¢ 1
2i 8|

o e e

sin’ 0 = _i( 30 e +3e e —e)
8i
sin® @ = —é((ei‘g3 — e*i39)_3(ei€ _e ))

Etona: 2isinng=e" -e™ donc:

= —i_(Zisin 30 -3x2ising) = ~Lsin30+3sino
8i 4 4
4) sin* Hzlcos.49—1<305249+§ ?
8 2 8

0 A-if

Ona: Sil’lé?_ et R
—|€ 4
sin“g = [ j
sin“¢ = e ee(e) () (e () +(e” )4)
Sln 0 ie 4I0 4e3l0 - + 6e2|0 -2i0 _ 4ei0 . e—3i0 + e—4i0)
1

sin 9__( %0 _ 40210 | 6 _ 47210 4 e—4i0)
16
Sin49:%( 4(e2l0+e—2|0)+6+(e4|0+e-4|()))

Ona: e +e

" =2cos(nd) donc :
sin® @ = %(—4x 2c0s26 +6+2c0s40)
sin*6 = %(—4cos 20+3+c0s40)

sin* @ =lcos4¢9—£c0529+§
8 2 8
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5)a)On a:

(a—b)’ =a°—5a‘h+10a’h® ~106a’h° +5ab* —b°

: L \5
] e|0 _e—la
Donc : Sin° @ = (—2.
i

Car eniH _e—nia

Donc : sin® x =

G

5

j ( % _ptifa-if | 10e%0a 20 _1062i9e-3i9+5ei9e-4i6_e-5ia)
1
32i

1
32i

( e%? _5e% 1 10e" —10e ' +5¢ %

—e ™)
—e )

(e5i6’ _e S0 _ 5(e3i6 _ %0 ) +10(ei9

—%(sin 50 —5sin 30 +10sin 0)

= 2isinn@

= —isin 5¢9+isin 349—§sin o
16 16 8

_ ol o0\ (gt _g 0\’
5)b) cos’ @sin® @ = x :

1)

el 4 e—uo) (eno _e )3

(¢
3m(¥“ e ) x(e" —e)
- (e ~2+e ) x (¥ —e ™)

(2|S|n 56 — 2isin 30 — 2x 2isin &)

—E(sin 56 —sin30 —2sin 0)

LES EQUATION DU SECOND DEGRE

DANS C :
1)Les racines carrées d’un complexe :

Définition :On appelle racine carrée d’'un

complexe A tout complexe 6 qui vérifie :

82 =A.

Activité :Déterminer les racines carrées des

nombres complexes suivants :1) Z, =9

2) 2, =—4 3) 7,=-3+4i
Solution : 1) z, =5

Donc :

4) 7,=-5-12i

les racines carrées deZ, =9 sont :
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5,=+/5 et 5,=—/5

2) z,=—-4=(2i) =(-2i)

Donc : les racines carrées de Z, = —4 sont :

0,=2i et 6,=-2

3) ,=-3+4i

Soit & les racine carrée de Z; donc: 5= Zy

Onpose: s =x+iy avec xeR et yeR

Donc : 62 = x>— y? + 2ixy = Z; et |§|2 =|z,|
X*—y?=-3

par suite : { X% +y? = (=3)" +(4)" =5
2xy =4

2x* =2 x=+1
& 12y*=8< y=12 et puisque xy =20
Xy =2

donc: 6, =1+2iet 6,=-1-2i

4) 7, =-5-12i

Soit & les racine carrée de Z, donc : 6° =1,
Onpose: s =x+iy avec xeR et yeR
Donc : 62 = x?— y? + 2ixy = Z; et |§|2 =|z,|

XZ_y2:_3

par suite ; 1 x> +y* = (—3)2 +(4)2 =5
2xy =4

2x* =2 x=+1
&12y* =8< y=12 et puisque xy =20
Xy =2

donc: 0, =1+2iet 0,=-1-2i
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Propriété : Tout complexe non nul admet
exactement deux racines carrées opposeés.
Remarque : Dans certain cas on peut déterminer
les racines carrées du complexe A sans passer
par la procédure précédente :

i0
1)SiA = re” alors les racines carrées de A sont

.0
51 = \/FelE et o2 = —51(on utilise la forme trigonométrique)
2) Si on remarque une identité remarquable par
exemple A = -8 + 6i
Ona6i=2x1x3i etl2+ (3i)>=-8
Donc A =-8+6i=12+2.1.3i + (3% = (1 + 3i)?
Donc les racines carrées de Asont: §1 =1 + 3i
et 62 =-61
2) Les équations de second degré

Considérons I'équation P(z)=az’+bz+c E)

Ou a, b et c sont des complexes avec a # 0
Ona:

2 2
P(z):a(zz+92j+c=a zz+2£z+(£j —(il +C
a 2a 2a 2a

b\ b’—4ac
P(z):a([z+£) _4—aZJ
On pose : A=b*—-4ac
1) Si A = 0 I'équation (E) admet racine double :
b
" 2a
2) Si A # 0 ; soit § 'un des deux racines carrées

b &°
de A, on aura: p(z)za{[H_j __J
2a) 4a’

( b 5}[ b 5)
P(z)=a z+—+— | 2+———
2a 2a 2a 2a

P(z)=a(z+b;—a§j[z+b2_—a§j

On pose : zlz_b2+5 et zzz_b2_5 ona:
a a

P(z)=a(z-7)(z-2,)

P(2)=0<(z-2)(z-2,)=0
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&1=Zoul=1,

Propriété :Considérons dans C I'équation

az’ +bz+c= (E) ou a, b et c sont des complexes
avec a # Oet soit A =b* —4ac son discriminant
ona:

Si A = 0 alors I'équation (E) admet comme

solution le complexe z = _21

a
Si A # 0 I'équation (E) admet comme solution les
—b+6 -b-6
2a

et z, = ou § une

2

complexes z, =

racine carrées de A
Remarque : Si les coefficients a, bet ¢ sont des
réels et A < 0 alors I'équation az? +bz+c= admet

deux racines complexes conjugué z, = >a

—b—iv=A
2a

Exemple:Résoudre dans C les équations

et z,=

suivantes : 1) (E):z°-z+2=0
2) (E):2*-z-2=0

3) (E):2° -2z+1=0

4) (1+i)2* -(1+7i)z+14+12i =0
Solution :1) (E):z°-z+2=0

A=b*—dac=(-1) -4(2)=-7= (iﬁ)z

Donc les solutions sont : z

~ 1 7
Etz, =2 =——1—
2 1 2 2
Donc: s = {__il £}
2 2 2

2) (E):2*-z-2=0
A=b?—dac=(-1)" -4(-2)=9=(3)’
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~b+iv-A

Donc les solutions sont : z = ? =-le€

Donc : S ={-12}
3) (E):z*-22+1=0

A=b?—dac=(-2)"-4=0
L’équation (E) admet comme solution le complexe

7=- P _ ~2_1 donc: S:{l}
2a 2

4) (1+i)z2° —(1+7i)z+14+12i=0

A=b? —4ac=(—(1+7i)) —4(1+i)(14+12i)=0

A =-56-90i
On va Déterminer les racines carrées de A
Soit & une racine carrée de A donc: s =A

Onpose: s=x+iy avec xeR et yeR

Donc : 6% = x>— y?2 + 2ixy = Z; et |§|2 =|A|
x> —y®=-55

par suite : { X +y? =J(-56)’ +(-90)° =106
2xy =-90

2x* =50 <> x =15
& y?=8le y=19 etpuisque xy=-45<0
Xy =—45

donc: 0,=5-9iet 6, =-5+9i

donc: 0 =5-9i est une racine carrées de A

Donc les solutions sont :
-b+6 _1+7i+5—9i

YT T2a 2(1+)
-b-6 1+7i-5+9i
et z,= = .
2a 2(1+|)

donc: Z,=1-2i et z,=3+5i

donc : S ={1-2i;3+5i}
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Propriété :Si 'équation (E) admet deux racines

distinctes Z; et Z, alors z, + z, __bg 2,x2, =<
a a
Exemple: soit zeC on pose : P(z)=2"-2z+2

1)calculer : P(1-i)

2)en déduire dans C la résolution de I'équations
P(z)=0

Solution :1)

P(L-i)=(1-i) —2(1-i)+2=-2i-2+2i+2=0
Donc Z; =1-1 est une racine de de I'équations

+z =_E donc :

P(z)=0etona: z+z,
a

1

1-i+2, ___TZ donc Z, =2+1-1=1+i

Par suite : S ={1-i;1+i}
Exercice2 :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1) (z* +9)(z° —4)=0

2) 22 -6z+13=0

3) (4c0s6)z” -2(c0s26)z +isinf=0 avec : 96[0;%[

Solution :

1) (2* +9)(2* -4)=0ssi 22 -4=0 ou 2 +9=0
Ssi =4 ou 7 =-9

Ssi z=440U z=-4 ou 2=9 ouz =9
Ssi:1=20u7=-20u z=3i ou z=-3

Donc : S ={-3i;3i;-2;2}

2) 22 -62+13=0

A=b? —4ac =(-6)" —4(13) =36-52 = (4i)’

_ 6+4i

Donc les solutions sont : z, =3+2i

Etz,=2=3-2 donc: S={3-2i;3+2i}
3) (4cos0)z* —2(c0s20)z+isin@=0

A= (2(cos 26’))2 —4(4cos0)(sin )i
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A =4c0s* 20 —16icosOsin

A= 4(cos2 26 — 4i cos @sin 9)

On a: 2cos@sin@=sin26 et cos? 260 =1—sin? 26
Donc: A = 4(12+ i2 xsin? 20 — 2isin 29)
Donc : A=(2(1—isin26))2

2(cos260)+2(1—isin26)

les solutions sont : z, = 2(4c0s0)
cos

ot g — 2(cos20)—2(1-isin20)
S 2(4cos0)

~ €0s20+1-isin260
4cosé@

les solutions sont : Z;

_ €0s20—1+isin260
4cosd

et: zZ,

eton a: cos28—-1=-2sin2@et cos28+1=2cos20

2c0s20 —i2singcosd cosd—ising
4cosd 2

donc: z, =

‘2 —sin2@+isin@dcosé
e =
2 2c0s 6

Exercice3 :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1)z +2z+5=0 2)2z*+3iz+(1-i)=0
3)3iz* +(1-2i)z+5i+1=0

Exercice4 :1) Résoudre dans C I'équation :

2> -8z +17=0

2) Soit P(z)=2°+(-8+i)z*+ (17-8i)z+17i

a) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur uniqgue comme solution.

b)déterminer les réels a;b;C tels que :
P(z)=(z+ i)(az2 + bz +c)
c) Résoudre dans C I'équation : P(z)=0

Solution :1) z* -8z +17=0
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A=1b*—4ac=(-8)" —4(17)=64—68=(2i)’

les solutions sont : z, =8+TZi:4+i etz, =z, =4-i
donc: S ={4-i;4+i}

2)a)soit z, =bi une solution imaginaire pur de

I'équation P(z) = 0 donc :

2,° +(-8+1)zy°+ (17-8i)zy +17i=0

Donc : (bi)’ +(-8+i)(bi)’ + (17 -8i)(bi)+17i =0
Donc : —ib® —(-8+i)b*+ 17bi +8b+17i =0
Donc : —ib® +8b? —ib?+ 17bi +8b+17i=0
Donc : 8b? +8b+i(—b3 —b%+ 17b +17)=o
8’ +8b=0 gb(b+1)=0
= =
—b®-b%*+ 17b+17=0 |-b®-b%*+ 17b+17=0
b=00ub=-1
=
—b®-b%+ 17b+17=0

b=0 ne vérifies pas —b®-b*+ 17b+17=0

Car —0° - 0?+ 170+17 %0

b=-1 vérifies -b®-b’*+ 17b+17=0 car :

—(-1)° =(<1)* + 17(-1)+17=0

Donc: b=-1 donc: z, =(-1)i=-i est l'unique

solution imaginaire pur de I'équation P(z) =0

2)b) (z+i)(az2 +bz+c):az3+bz2 +CZ +aiz? + hiz + Ci
P(z)=az® +(b+ai)z® +(c+bi)z +ci

Etona: P(z)=2°+(-8+i)z°+ (17-8i)z+17i

a=1 a=1
b+ai=-8+i bh=-8

Donc : ¢ hi=17-8i ~ |c-8i =178
ci =17i c=17

donc:a=1etbh=-8 et c=17
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Donc: P(z)=(z+i)(z* -8z +17)
2)c) P(z)=0<:>(z+i)(22—82+17)=0
<2°-82+17=0o0u z+i=0
<z;=4+10Uz,=4-i 0U z,=-i
Donc: S ={4—i;4+i;—i}

Exerciceb : Résoudre dans C les équations
suivantes :

1) 2Z?-2Z+5=0 2) 3Z%-3Z2+2Z-2=0

Solutions :1) 2Z?-2Z+5=0 A=-36
Donc : 4 = 2_2‘/% L 2y = 2+Z*/%

Donc :

Sz{l—Bi : l+32}
2 2

2) 3Z°-3Z7+2Z-2=0

On remargue que 2 est solution

donc :37%-3Z2°+2Z-2 est divisible par : z -1
La division euclidienne de 3z°-32°+2Z-2 par:

z—1nous donne : 32°-37*+27-2 =(Z-1)(3Z* +2)

3Zz+2:0c:>Z"‘:—g<:>Z:i\/Z ou Zzi\/g
3 3 3

Donc les solutions de : 3Z3-372+27-2=0

sont:Z=1ou Z=¢J§ ou Z=—z'\/Z
3 3

S:{l;i\/z;—i\/z}
3 3

Exerciceb : soit: z =

Donc :

1+i\/§

V2 +i2

1)Donner la forme exponentielle et la forme
algébrique du nombre complexes z

http://www.xriadiat. com 8




2)en déduire : cos% et sinﬁ

12
. —ix Zeii ig—%—ﬂ 7'111—2”
Solution:1)z=€¢ " ——=¢ =e
26
1+i3 (1”\/5)( Z—iﬁ) \/5+«/§+i(\/€—«/§)
7=— =_ —_
J2+i2 4 4
T )
Z= 7 +1 2
2) sin i :(ﬁ_JE) et cos -~ =_(\/6+\/§)
12 4 12 4
Donc : cos&:—(\/gh/z) et singz(\/g_ﬁ)
12 4 12 4

Exercice7 : Soit

P(z) =(i—-1)z° —(5i —11)z* —(43+i)z+9+37i
1) Montrer que I'équation (E): P(z) = 0 admet un
imaginaire pur z,unique comme solution

2)déterminer les nombres complexes a;b;C tels

que P(z):(z—zo)(az2 +bz+c)

3) Résoudre dans C I'équation (E).

Solution :1) soit z, =i avecleR une solution
imaginaire pur de I'équation P(z) = 0 donc :
(i—-1)z,> —(5i—11) z,*> —(43+1i)z, +9+37i =0
(i—-1)(2i)’ —(5i—11)(Ai)° — i (43+i)+9+37i =0
Donc :

(2°—112% + 2 +9)+i(4° +54% —431+37) =0

A2 1147 +1+9=0
A% +54% —434+37=0
On remarque que 1 est 'unique solution du

systeme donc : z, =i est la solution imaginaire

pur de I'équation P(z) =0

Prof/ATMANI NAJIB

2) z,=i estune racine de P(z) donc P(z)

Est divisible par Z—i

en faisant la division euclidienne de P(z)par Z—i
on trouve :

P(z)z(z—i)((i ~1)z? +(10—6i)z—37+9i)

Donc: a=i-1et b=10-6i et c=-37+09i
3)

P(z)=0<:>(z—i)((i—1)22+(10—6i)z—37+9i)=0
< (i-1)z* +(10-6i)z—37+9i=0 ou z—i=0
On va résoudre I'équation :

(i-1)z* +(10-6i)z—37+9i =0 (F)
A'=(5-3i)° —(i —1)(-37 +9i) = —12 +16i
A'=-12+2x4x2i =(4i) +2x2x4i +(2)' =(2+4i)’
Donc : une racine carrée de A" est: 2+4i

Donc : les solutions de (F) sont :

2, =5-2i ou z, =3+4i

Donc les solutions de (E). sont :

S ={5-2i;3+4i;i}

Exercice8: Soit dans C I'équation :

(E) 22° —(1+2i)z* +(25i—1)z+13i =0

1) Montrer que I'équation (E): P(z) = 0 admet une
solution réelle z, a déterminer

2) Résoudre dans C I'équation (E).

Solution :1) soit z,=1 avecieR une solution

réelle de I'équation (E).donc :

24° —(1+2i) A% +(25i—1) A +13i =0

Donc : (2,13 L —/1)+ i (—2@2 +254 +13) -0
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243 -A2-21=0
<
22?2 +251+13=0

A=00ul = —lou/i =1
= 2

22?2 +251+13=0

1
On remarque que 4= 3 le seul vérifiant

—24% + 251 +13=0donc solution du systeme

1 o
donc: z, = - est la solution réelle de

L’équation (E)
2)on pose :

P(z)=2z°—(1+2i)z* +(25i —1) z +13i
Z, = —% est une racine de P(z)
donc P(z) est divisible par Z+ >

en faisant la division euclidienne de P(z)par

1
Z+ E on trouve :

P(z)zz[z +%j(22 —(1+1)z +13i)

P(z):0<:>2(z+%j(22 —(1+i)z+13i):0

On va résoudre I'équation :

2> —(1+i)z+13i =0 (F)

A=(1+i) —52i =-50i = (5(1-i))"
Donc : une racine carrée de A est: 5(1-1)
Donc : les solutions de (F) sont :

2, =—2+3i ou z,=3-2i Donc les solutions de
: 1
(E). sont: S ={—2+3I;3—2I;—§}

Prof/ATMANI NAJIB

lll) LES RACINES N-EME D’'UN COMPLEXE NON
NUL

1) Les racines n-iéme de 'unité :

Définition :0On appelle racine n-iéme de 'unité
tout complexe u qui vérifie : u" =1

Autrement dit ; les racines n-ieme de l'unité sont

les solutions de I'équation " —1=0

Exemples :
1) Les racines carrées de I'unité sont 1 et -1
2) Les racines cubique de 'unité sont: 1, jetj?2

= LB 12w
2" 2

Preuve (d’une propriété)

Soit n € N* et considérons I'équation : u" =1

u = 0 n’est pas une racine de I'équation

précédente. On pose : u = e*

(a remarquer que si u est une racine ; |u| = 1)

Onadonc: u" =1 [1, aj*=[1,0]

< na =0 [27]
T
S a=—— (U k€
n

Donc les racines n-ieme de l'unité sont les
2k .
—1

complexes : U, =€ "

ouke{01,2, ...,(n-1)}

Propriété : L'unité admet n racines n-éme qui

2k .

—1
s’écrivent de la forme : U, =€ "
Ouke{01,2, .., (n—-1)}

Exemple : Les racines 4éme de l'unité sont :
kr .
?Z

U, =€~ Oouke{0,1,23}

Or . z,

1)u0:62 :eozl 2)111:62 :Z
3.

3) u, =€e" =—1 4 ug=e? =—i
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2) Les racines n-eme d’un nombre complexe
non nul.

Soit @ =re? un complexe non nul (r > 0) et
considérons I'équation (E): 2" =a

z = pe” Est une solution de I'équation (E)

, o
alors: p"e”" =re”

=T et nax=0+2kr

i 0 2krx
reta=—+==

n

-1)}

ssi O
ssi p =
Ouke{01,2, ..., (n

admet n racines n — éme (n € Nx) differentes qui

O+2kz .
=/re "
ouke{0,12, .. (n—-1)}

Exemple : Soit le nombre complexe

NA

z = _1—6(1+Z)

sont : Uy,

1)Déterminer le Module et Argument de z
2) Déterminer les racines 3-ieme du hombre
complexe 2 sous forme exponentielle

Solution:1) |z| :‘_Tf(lﬂ') = % 1+
f
A= J__16 8

1+i=\/§(%+z’gj=x/§(cos%+z‘sin%)

Donc: argz = arg % +arg(1+1)[27]

argz = 72'+%[27Z'] Donc : arg 2 =5T”[27z]

Prof/ATMANI NAJIB

2) les racines cubiques de z sont:

57 okr
4 i
= 3|= 3 .
uy, 86 ol k € {0,1,2}
Si 57
1 4 Kl 1 4 137
uy=—e3 =—e? gty == 2 ==eW?
2 2 2
5z
—+4r
1 4 i 217”1'
u,==e 3 =Zelb
2 2

IV) LES TRANSFORMATIONS DANS LE PLAN
COMPLEXE.

s 0i |1) La translation :
Propriété :Le nombre complexe non nul a =re

1.1 Définition géomeétrique.
Soit % un vecteur de V2 ; on appelle translation la

transformation dans le plan qui associe a tout

point M du plan le point M’ tel que : MM' =14
1.2 Ecriture complexe d’une translation.

Soit % un vecteur de Vztel que : aff(u )=a
et tﬁ la translation de « . La translation tﬁ
transforme M(z) en M' (Z) tel que : MM' =4
MM’ =1 < aff (MM’) = aff (i)

< aff (M) —aff (M) = aff (u)

o2 —z=a=Z =z2+a

Propriété :Soit u un vecteur de V2 tel que :

aff(u ) =a ;la Translation ¥ transforme M(z)

en M'(z") si et seulement si :z'=
Cette égalité s’appelle I'écriture complexe de la

Z+ta

translation ?; de vecteur 4 tel que aff(u )=a

Exemple: Dans le plan complexe (O;T,]), on

http://www.xriadiat. com 11




considére les points : A ;B ;C d’affixe

respectivement Z, = 3+51 ; z, = 3-5i ; 7, = 7+3i

Et soit Z'I'affixe de M’ I'image de M (Z) par la

translation t- tel que aff(u )= 4-2i

1)montrer que : z'=z+4-2i ( I'écriture complexe
de la translation de vecteur )

2) verifier que le Point C est I'image de A par t;
3) déterminer Zg I'affixe de B’ 'image de B par la
translation ¢

Solution:1) T(M)=M"'< MM ' =1

S yn =Ly =S g =24yt =2+

&< 2" =z 44— 24 (Iécriture complexe de la
translation de vecteur u )

2)ona: z,=3+5i
Donc: 2'= 3+5:+4-25

Donc: z'= 7+3i= 2,

Donc: le point C est 'image de A par t;L

3)ona:z;=3-5iDonc: 2'= 3-5i+4-2;
<> Z'Z 1 —71= Zp

Donc I'affixe de B’ 'image de B par la translation
2) L’homothétie

2.1 Définition géométrique.

Définition : Soient Q(w) un point dans le plan

et k un réel non nul ; on appelle 'lhomothétie de

centre Q et de rapport k,la transformation dans le
plan qui associe a tout point M du plan le point M’

tel que QM' = km et se note h(Q,k)

Prof/ATMANI NAJIB

¢ Si k = 1 alors la transformation h(Q,1) est
l'identité de () et tous les points du plan seront
invariants

¢ Si k # 1 alors le seul point invariant par h(Q,k)
est le point Q le centre de la transformation h(Q,k)
2.2 Ecriture complexe d’'une homothétie.

Q(w) un point dans le plan complexe et k un réel
non nul et different de 1

et h(Q,k) 'homothétie de centre Q(w) et de
Rapport k, qui transforme le point M(z)en M'(z")

h(M)zM'@(Wzk.Sﬁ
S 2y~ 2g =k(zM —zg)ez'—w:k(z—a)) S
2 =kz+ a)(l— k)(l’écriture complexe de

I’'homothétie de centre Q(w) et de Rapport k)
Propriété: 'homothétie de centre Q(w) et de
Rapport k, admet une écriture complexe de la
forme: z'= kz + w(1 - k)

Exemple: : Dans le plan complexe (O;T,]), on
considére le points : A d’affixe Z, = 3+5I et soit
Z' raffixe de M’ I'image de M (Z) par 'hnomothétie
de centre Q(3;-2)) et de Rapport K =4
1)montrer que : z'=4z—-9+6i (I'écriture
complexe de 'lhomothétie h(Q,k))

2) déterminer Z I'affixe de A’ I'image de A par
I’homothétie h(Q,k)

Solution:1) hg (M) =M' < QM' = kQM

o2 =42+ 26 (1-4) & 2 =42 -3(3-2i)
<2 =42-9+6i

2)ona: z,=3+5 et 2’ =42-9+6:

Donc : z’=4(3+5@')—9+6@'
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Donc Zy = 3+ 2617

3) La rotation :

3.1 Définition géométrique :

Definition: Soit Q un point dans le plan et 8 un
nombre réel, la Rotation de centre Q et

M

Q d’angle 0 est I'application
qui transforme tout point M en M’ tel que:

QM = OM’
{(m OM’) = 6[2x]
On la note par : R (Q, 6)
Remarque :
¢ Si 0 = 0 [2r] alors la rotation d’angle nul est
l'identité de () et tous les points du plan seront
invariants.
e Si @ % 0 [2r] alors le seul point invariant par
R(Q,0) est le point Q le centre de la rotation (Q,60)
3.2 L’écriture complexe d’une rotation.
Soient Q(w) un point dans le plan complexe et 6
un réel non nul. la rotation de centre Q(w) et
d’angle 6, transforme le point M(z) en M'(z)

OM =QM’
tel que : { -

(oM W) = 0[27]

|2 — 2q| =2~ 20|

oM =M’
————— Ly _
(QM,QM')Ea[zz] arg[sze[Zﬁ]
M~ 0
Iy —Zg =1
Ly —Zg
=
arg (i) _ 0[]
Zy —Zg
P ZM' _ZQ _ eiH
Ly —Zg

o'=(z1-0)e" +w
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Propriété : La rotation de centre Q(w) et d’angle
6, admet une écriture complexe de la forme :

7'=(z-0)e" +o
Exemple: Dans le plan complexe direct (O;T,]),

on considere les points : A ;B d’affixe

respectivement Z, = 7+2i ; 7, = 4+8i
Et soit Z'I'affixe de M’ l'image de M (Z) par la

rotation r de centre B et d’angle %

1)montrer que : 2" =iz + 4i +12 (I'écriture
complexe de la rotation r)
2) montrer que I'affixe du point C I'image de A

par la rotation rest z, = 10+11i
Solution :7(M)=M"< 2, =€ (2 —25) + 25
<:>z'=e73(z—4—8i)+4+8i
<:>z':(cos£+isinzj(z—4—8i)+z

2 2
o2 =i(z-4-8i)+4+8i
<2 =iz—4i+8+4+8i

o2 =iz2+41412

2)ona: z,=7+2i
Donc: 2’ =i(7 + 2i)+4i +12

Donc: 2 =7i-2+4i+12=11+10 cqfd
Exercice9 :Déterminer I'écriture complexe de la

rotation r de centre Q (1+i) et d’angle 37”

Solution :r(M)=M'< 2" = e (2 — 2, ) + 2,

isl . .
< z2=e 4 (z—l—z)+l+z

, 3z .. 37 . .
P —[COST-I-ZSIHT](Z—].—Z)*F].-FZ
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Z' =(—£+i%}(z—l—i)+l+i

5z

<:>z':7(—1+z')z+ 2+1+74

ExercicelO : Soit la rotation r de centre Q (i) et

transforme O en O'L\/g; Z}

Déterminer L’angle de cette rotation

Solution :r(M)=M'< 2" =€ (2 — 2, ) + 2

<:>z'=ei'9(z—i)+z'

Et puisque : r(0)=0" alors:

3+i

o et 2
0-1

3.
—1

2

1
2
Donc: ¢ = %[27;]

L’angle de cette rotation est _%

4) Etude de la transformation qui transforme
M(z) en M'(z') tel que: z'= az + b:
lercas:a=0

La transformation f est une constante, elle lie
chaque point M(z) au point fixe B(b)
2emecas:a=1

f est la transformation qui transforme M(z) en
M' (z')telque z'=z+ b

Donc z'- z = b ce qui se traduit par MM'=1u

ou aff(u ) = b (constant)

Dans ce cas la transformation f est une
translation de vecteur utel que : aff(u )=b
Propriété :La transformation plane f qui associe
a tout point M(z) le point M' (z')tel que z'= z + b est
la translation de vecteur u tel que aff(u )=b
3émecas:a€R-{0,1}

Soit f une Transformation plane qui transforme
M(z)en M' (Z')telque : z'=az + b
ola€eR«s—-{l}etbeC
Ona:f(M(z)=M'(z)= z=az+Db
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Soit:w =

1 on a :Le point Q(w) est un point
—a

b
l1-a

invariant par f car: o' =a +b=

=
—a

en faisant la différence on
o=aw+b

| =az+b
D’ou:
obtient : 2’ — @ = a(z — ) qui se traduit par

QM'=aQM donc :f est ’homothétie de centre

b
1-a

Q(w) et de rapport a ol @ =

4démecas:a€Cet|al=1
Soit f une transformation plane qui transforme
M(z)en M' (z')telque :z'=az+bouac€C
etlaj=1;beC

' I I, H b
Ona: f(M(z))=M'(Z') < z'=az + b soit : a):l—

-a

(w est la solution de I'équation : z=az + b))
on a :Q(w) est un point invariant par f.

On pose a = e“ ol a # 2km (car a # 1)

| =az+b . o
D’ou: ) en faisant la différence on

w=aw+
obtient : 2’ —w = a(z—a))

2 -

P . w .
on en déduit : = g et par suite :
zZ— 0

Z -0
:‘a‘:l
Z—0

par suite |z — w| = |z'- w| ce que se traduit par

Z—w

QM'=QM et arg = arga[Zﬁ] = 0!|:27Z']

zZ— o
Ce qui se traduit : (W,QM ’) =a[27]

OM =OM’
t final t: §(=——
et finalemen (QM,QM’)Ea[Zﬁ]
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donc la transformation f est la rotation de centre

Qo= 1L ) et d’angle a.

Propriété :La transformation plane f qui associe
a tout point M(z)le point M' (z')tel que z'=az + b
ou a est un complexe tel que |a| = 1 est la rotation
d’angle a = arg(a) [2r] et de centre Q(w)

tel que Q(w = 1L)

Smecas:a€C-R
Soit f une transformation plane qui transforme
M(z)en M' (z')telque : z'=az+ bou € C

onpose a=re“Ona: f(M(z)) = M' (z')

: b
Sz=az+b 7' =re“z+b <:>z’=r(e”"z+F

D’aprés le 4éme cas ; la transformation plane qui
transforme M(z) en Mi(z1) tel que :

4. b
z,=e"z+ v est la rotation R de d’angle « et de

centre le point Q(w) tel que : @ = e'w + v

(Q(w) est le point fixe par R). (**)

Donc: f(M(z)) = M' ()= 7'= 12, ou zlzea‘z+$
D’aprés le 3éme cas ; la transformation plane qui
transforme Mai(z1) en M' (z')tel que : z'= I'Z;

est ’'hnomothétie h de rapport r de centre le point
O(0)(O(0) est le point fixe par h).

Donc :f(M(z)) = M' (z')= z'= az + b& z'=r(R(2))
& z'= h(R(z)& z'= (hoR)(2)

Finalement f est la composition de la rotation R
d’angle a = arg(a) [2r] et de centre Q(w)

b —
1-e) |a]-a

tel que @ = r( ; et de 'homothétie
h de rapport r = |a| et de centre 0(0)

Théoréme : Soit a un complexe (a € R). La
transformation plane f qui transforme M(z) en

M' (z') tel que : z'= az + b est la composition de la

rotation R et de 'homothétie h ; f = hoR ou :
Prof/ATMANI NAJIB

1) R est la rotation d’angle a = arg(a) [2r] et de

centre Q(w) ou @ = |a| “a

2) h est 'hnomothétie rapport r = |a| et de
centre 0(0)

Exercice 11: Soit f une transformation plane
qui transforme M(z) en M' (z') tel que
7'=-22+3-3i

Déterminer la nature de la transformation f
et ses éléments caracteéristiques

Solution : Soit 1w =

on a :Le point Q(w) est
—a

3-3
3

=1-4

I : b
un point invariant par f: o = .-
—a

2 =-22+3-31
D’ou:

en faisant la différence on
w=-20+3-3

obtient: 2’ —w = —2(z - a)) qui se traduit par

QM'=—2QM Donc :f est 'homothétie de centre

Q(w=1-1) et de Rapport -2
5) le composé de certaines transformations
5-1) le composé de deux rotations

Exemple: Dans le plan complexe direct (01, j),

on considere le point : A (i) et la rotation R, de

centre O (0) et d’angle % et soit R, la rotation de

centre A (i ) et d’angle %

Déterminer la nature de la transformation R R,
et ses éléments caracteéristiques

Solution :soit un point M (2)

On pose : Ry(M)=M'(Z') et R (M')=M"(z")

Ry(M)=M'(2) & 2/ =€'6 (2= 2,)+ 2

o
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Etona: R(M')=M"(2")=7"=e3(7'-2,)+1,

s

iz iz . 1.
<:>z”=e22+|[1—e3j<:>z”=|z+7+§|

T
=

:e3

"

) iz iz
= +iez"=e3ebz+i

On sait que la composée de deux rotation est une

T T
rotation (3 + g * 2K7)

Déterminons le centre de la rotation : R oR, ?

Le centre de la rotation est le point invariant :

a):ia)+£+1i<:>a)(l—i):£+1i
2 2 2
13+i 3-1 .3+1

Donc: o=— = +1

2 1-i 4 4

Ona: argi =%[27r]

L’angle de la rotation est : %

5-2) le composé d’une rotation et une
translation
Exemple: soit ABC un triangle isocéle et

rectangle on A tel que : (EE) E%[Zﬂ']
et soit R la rotation de centre A et qui transforme
B en C et soit la translation 7' =%

Déterminer: F,=RoT et F,=ToR

Solution :on considére (A;E,E)comme

repére norme donc : L’angle de la rotation R

est : (EA_C)

donc : R la rotation de centre A (0) et d’angle %
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T

donc : R(M)=|\/|'(Z')<:> S=e? (z —zA)+ z,
Donc I'écriture complexe de la rotation R est .
RM)=M'(2)e 2’ =iz

I'écriture complexe de la translation translation

T=t est 2’ =2+1

soit un point M (2) : on pose : F,(M)=M,(z,)
et F,(M)=M,(z,)

onadonc: 2 = i(z+1)et 2z, =iz +1
on a : pour Fl:z=i(z+1)<:>(1—z')z:z'

7 _—1+7,'

1—45 2

z =

pour F, le seul point invariant est

Q (a)l

“1

1+

jetona:

T .

—1
Z+ @ 1—¢e2

7T .
—1
— 02

e

donc F, est la rotation de centrte(w1

=1+
2

De méme : pour F, le seul point invariant est

T
etdangle : &

T . T

z; z,
1+4 . —e2 —e2
QZ[%:TZ]etona.zz—e z+tw,|1l-e
donc F, estla rotation de centre : o _1+¢
2 2| %2 T
7T
etdangle: o

5-3) le composé d’'une homothétie et une
translation

http://www.xriadiat. com 16




Soit k € R —{0;1
et H(Q,k) 'hnomothétie de centre Q(w) et de

Rapport k et Soit % un vecteur de V2 tel que :

u (b ) beC etSoitlaTranslation 7' =t

On Pose: F=Ho-T et G=ToH
I'écriture complexe de 'homothétie H(Q,k) est :

4 =k + o(1-k)
I'écriture complexe de la Translation 7' =t_est :

z,=2+b

2

Determinons I'écriture complexe deF et G ?
soit un point M (Z) : on pose : F(M)=M'(Z) et
G(M)=M"(2")

a)Ona: F(M)=M'(z') donc:
d=k(z+b)+o(l-k)=k:+kb+(1-k)o

Donc I'écriture complexe de F est:

z’:kz+kb+(l—k)a)

On vérifie que : A[ﬁb + a)] est le seul point
invariant par F

Donc : F est ’homothétie de centre A(ﬁb + a)j

et de Rapport k

b)soit un point M (Z) : on pose : M"=T(M,(z,))
et M,=H(M) et G(M)=M"(z")

donc: 2" =2z +b et z"=kz+b+(1—k)a)

Donc I'écriture complexe de G est:

2" = kz+b+(1—k:)co. on Vérifie que : B[Lkmj
1_

est le seul point invariant par G
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Donc : G est 'hnomothétie de centre B(ﬁ + w}

et de Rapport k
5-4) le composé d’'une homothétie et une
rotation

Activité : Dans le plan complexe direct ( O;i, j),
on considere le point : A (2) et soit ¢ une

transformation qui transforme M(z) en M2 (z,) tel

3+i3 1-i3
Z+
4 2

que Z, = et soit H 'homothétie

2
de centre A (2) et de Rapport k:ﬁ

Etsoit: f=¢-H
Ona: A=¢(A) a verifier( Aest le seul point

invariant par ¢ )donc :I'écriture complexe de

2
I'nomothétie H est:z = —(z - 2) +2

5

Pour tout point M(z) soit f(M)=M" et M'(z')

,:3+|J§Zl+l—|J§

4 2

3+i\/§
4

Ona: Z et on peut I'écrire

(21_2)

sous forme: Z'—-2=

et puisque:z, —2 = %(z - 2)

3+i3 2
= ﬁ(z—z)

«/§+i
2

z'-2

alors :

\/§+i :e%i

2

Donc: Z'-2= (z2-2) et puisque:

alors : z’—2=egi (z—2)

donc : f est une rotation de centre A (2)
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- 1
d’angle % 2)en déduire que : arg (C—j sEarg(EjF}

isque: f=¢oH c foH =(poH)oH™ b c-b) 7
et puisque @° H alors (poH) Solution:(ﬁj La_fc-b X%

cad foH™ =(00(H ° H_l) et et puisque:

_ 1
HoH‘lzlp alors: foH =g Onasi: |Z|:1 alors : Z :E donc
finalement ¢ est la composée de la rotation de 1 1Y 1 (b-cY
2 —_—— J— -
(C_bj = g ? X%_ abcc *
centre A (2) et d’angle Z et I'homothétie H de c-a b |2_2) % (aC) a
6 c a b ac
tre A(2)etdeR tk—i 2 1—121 2
centre A (2) et de Rappor _J§ (C_bj xE— b xa—(c_bj xb
_ 11171 \¢c-a) a
Exercice 12:soit Z un nombre complexe non nul c-a) b < al b c-a) a
Montrer que : ‘Z—]JSHZ‘—]-‘-F‘ZH&WQ Z| )
N Donc : (Lbj erR
Solution : soit Z€C ona: c-a) b
1=lz- “1)<|z- — by
On pose : Z=Re"” avec R>0 )
i i arg (ﬂj x2 =0[7]
ona: [2-J2|=[Re” Rl =Rle ) b
ig 2 ig —ig ig ig —ig b 2
:R(e2J —e2e ?|=R ez(eZ—e ZJ Donc : arg(c;) +arg(_jso[ﬂ]
c-a
Donc : |z—|z|=2R sin? Donc : 2arg(ﬂjs—arg(3j[7z]
2 c-a b
Oron sait que : [SINX|<|X| vxeR arg(ﬂjzlar (EJF}
c-a) 2 a2

pone : [2-[2] <[2J6|=lz]rg 2

2
Ii

Exercicel4 :soit le nombre complexeZ =¢€ '
Donc : |z—ﬂ£‘|z|—ﬂ+|z||argz| P
Exercicel3 : soit a et b et ¢ des nombres
complexes tels que :

Onpose: S=2+2°+7" et T=2°+2"+7°

1)Montrer que les nombres S et T sont

|aj=[b|=|c|=1 et a=cet b=c o
conjugues

b)Y 2) Montrer que : Im(S)>0
1)Montrer que : (gj x2er ) q (S)
c-a

3)calculer S+T et SxT
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4)en déduire les nombres S et T

2
i

Solution :ona: Z=€ 7 donc z' =1

Donc : les nombres S et T sont conjugués

2) Montrons que : Im(S)>0 ?

2
i

Ona:S=7+7%+72"etz=¢7

Donc Im(S) :sin27”+sin47”+sin87”

Im(S)zsinz—”+sin4—”+sin(ﬂ+zj
7 7 7

2

Im(S):sinZ—ﬂ—sin£+sin4l puisque : =<2 <2
7 7 7 7

7
Donc : sinz<sin2—” etonasin4—”>0
7 7 7
Donc : Im(S)>0
3)calculons S+T et SXT 2
S+T=z+2°+2°+2*+2°+7°
S+T:(1+z+zz+z3+z4+25+26)—1

1-7’

~1=-lcarz' =1
1-z

S+T =

SxT :(z+zz+z4)(z3+25+26)

Prof/ATMANI NAJIB

SxT=z'+2+72"+2°+72"+28+72" +2°+7Y°
SxT=z'+2+2°+32"+28+2° + 7

7
Ona z' =1ldonc: ’=zet’=2*et =7
donc: SxT=1+z+72*+2+72*+72°+2%+2

1-7'
1-z

SxT = +2=2 car:2' =1

4ona S+T=-1et SxT=2 donc S et T sont

les solutions de I'équation : X* +1x+2=0

A=-7=(Ti)

En résolvant I'équation on trouve :

—1++/7i —1-[7i
=+T\/_I et X1=T\/_I etona Im(S)>0

tT

—14+/7i
Donc : S:T\/_ e

14T
2

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que I'on devient un mathématicien
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