Exercices d’applications et de réflexions sur les nombres complexes (Partie 2)

Exercices avec solutions
PROF : ATMANI NAJIB

2éme BAC SM

http://www .xriadiat.com

NOMBRES COMPLEXES

Exercicel : donner la forme exponentielle des
complexes suivants :

1) 7, =2+2i 2) 7,=1-i3  3) z,xz,

4) % 5) (z,)"

Solution :1) z,=2+2i |z|=V22+22 =\B=22

2+2i= 2\/_(—+|—j 2\/_(005 +isin%j

V2 2
Donc : z, = 2476t
2) 7,=1-iV3 |z2|=1/(1)2+(—\/§)2 =4=2

1—iJ§ = 2{%4?] = Z(COS%—iSin%j

SR

LT
—i=

Donc: z,=2e 3

3) z,x2,

2, x2, =226 % x2e 3 =426 3 =4J2e 2

_22

2

)

4) 2, _ 2J§ei4

z —iZ
2 2e 3

12
5)(z,)" = [2el3j —2e 3 =g

Exercice?2 : en utilisant la Formule de Moivre

2\/5 E 3—2\/_e12

1)montrer que : Sin 26 =2sin@coséd
Et que : cos20 =cos’#—sin’d VOeR

2)montrer que : cos36 = 4cos® @ —3cosé
Prof/ATMANI NAJIB

Etque : sin39 =3sin@—-4sin*0 VOeR
3)montrer que : cos40 =8cos* #—-8cos’ H+1

Et que : sin 48 = 4cos® #sin & —4cosPsin®

Solutions :1)d’apreés Moivre on a :

(cos@+isin§)’ =cos20 +isin 20
Etona: (cos@+isind)’ =cos® §—sin? @+ 2isin Hcosd
Donc : cos® @ —sin’ @+ 2isin 6 cos O = cos 26 +isin 20

Donc : cos28 =cos®> 0 —sin’ 0 et sin26=2cosfsin @
2) d’apres Moivre on a:

(cos@+isin 0)3 =c0s360 +isin30

(cosd+isin 9)3 = cos’ (9+3(COS(9)2 isin 6 +3cosA(isin 0)2 +(isin 6’)"
=c0s’ 6-3cosdsin® 0 +i (3cos2 gsing-sin’® 9)

Donc :

cos’ 0—3cossin’ 0+i(3cos’ Osin @ —sin’ ) = cos30 +isin 30
Donc : sin360 = 3cos” @sin @ —sin® 6

Et: cos30 = cos® & —3cosdsin’

—cos® @ — 3c056(1— cos? 0)
Donc :

c0s 36 = cos® @ —3cos @ +3cos® @ = 4cos® @ —3cos 6

Et sin30 = 3cos’ sin 6 -sin’ 0 = 3(1-sin’ 6)sin 6 -sin’ 0
=3sin@ —4sin* 0

3)montrons que : cos46 =8cos* #—8cos’ G +1
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Et que : sin46 =4cos® #sin@—4cosfsin®6 2
3) d’aprés Moivre on a :

(cos@+isin )" =cos40 +isin 46

(cos@+isind)" = cos* 6 +4(cos6)’ isin 6 —6cos® Hsin® 0
—4icos@sin® @ +sin”* @

Donc : cos46 = cos* @ —6cos? #sin® @ +sin* &

Et sin46 = 4cos® @sin @ —4cosfsin® 9

Donc:

cos 46 =cos" 0 —6cos’ 0 (1—cos’ )+ (1-cos® 49)2
Finalement en a donc :

cos40 =8cos* @—8cos® 6 +1
Et que : sin46 = 4cos’ #sin @ —4cosfsin® 6

Exercice3 : Linéariser : cos* 8

1

11
Solution :On a: 121

1898 1
(a+b)' =a*+4ab+6ah?+6ab’+h* 1 4164 1

1 510105 1

el 4 g0 4 triangle de Pascal

Donc : cos* QZ[T}

4
1 : _— L . .
:[Ej (e4n9+3e3u9e |a+6e2|9e 2n9+3e|ee 3i0 +e—4u9)

:i(em@+362i0+6+3e—2i9+e—4i6')
16

:%(e4i9+e—4i6+3(62i0+e—2i9)+6)

=%(200546’+3x20052¢9+6)

Car e"? +e™"? =2cosné

Donc : cos* @ = =%(cos4¢9+300526’+3)

Donc : cos* @ = =£cos4¢9+§0052¢9+§
8 8 8

Exercice4 :1)Montrer que (V(a, B) € R?

Prof/ATMANI NAJIB

el 4 aif _ e(?@ e‘[i‘g] +e‘i[‘§‘f)

(Cette égalité nous permet de déterminer la forme
trigonomeétrique de la somme de deux complexes
de méme module)

i 3 iz
2)onpose:U=3€° etv=3e7’ etu =1l+e?
iZ
Etu,=1-e?3
Déterminer le module et 'argument du nombre
complexes :U+V ; U; et U,

Solution :1) & vérifier

2)a) U+V= 39% + 3ei% - 3[(3'5 + e'7]
ei(ﬁ)—&) 4+ e_i(ilf)_:&j

u+v= 3ei(275[)

u+v= 3ei[275zj

(67

u—+v= 6cos(£)el(35

et puisque

35

6cos[§—5j> Oalors: |u+vVv|= 6005(%)

Et arg(u+v)= 2—7;[2”]

2
pyU, =1+ e'? = el(‘aje_(e’j + el(6j

o —ele) (e'@ H@J 20057 x 3

Car : d’aprés Euler "’ +e ™’ =2cosné

T

alors : u, = ﬁxei(gj lu,| =+/3
Et arg(u,)= %[2%]
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Car : d'aprés Euler e"’ —e " = 2isinsn@

alors : u, =—i><ei[%j lu,|=1

Et arg(uz)s—%+%[2ﬂ] donc : arg(uz)s—%[&z]

Et arg(u,) =7+ Z[2x] donc : arg(u,) =~ 7[27]

Exerciceb5 :1) en utilisant la formule d’Euler

Montrer que : cos,29=M feR

2) Montrer que : cos®* 0 = %c0530+%cose

3) Montrer que : sin30=—%sin39+%sin0 feR

4) Montrer que : sin“H:%cos40—100329+§

5) Linéariser : a) sin® @ b) cos?@sin® 6

e’ +e
Solution :1)On a : cos’ X:(Tj

1 ’ 2|6 i0 -6 —2i0
:(Ej (e” +2ee™ +e)

72|9

cos26 +1

=1(e2'9+e ):%(200520+2)=

2) cos30=%cos3é)+%cosé) ?

N S

1 » : r r
cos3¢9=§( el?3 4 3120 . @710 4 3pi0 . g7120 4 @ |39)

COS3 0= %((eig3 4+ e*i39 ) + B(eie n efig ))

in@

Ona: e"+e™

=2cos(nd) donc :

%(Zcos3¢9+3x 2cos0) = %00536’+%cos¢9

Prof/ATMANI NAJIB

3) sin®0 = —lsin 30 + Esin o ?
4 4

i0 -i0

e’ —e
2i

Ona: sing =

Donc :

ol S5 e 4

sin” 0=~ — (e -3e™ e +3e" e —e V)
8i
SINCE —é((e‘“ _e*i3€)_3(ei€ _e,ig))

Eton a: 2isinng=e" -e™ donc:

—i_(Zisin 30 -3x2ising) = —lsin 36+§sin 2]
8i 4 4

4) sin 0 = 1cos49—1c0526?+§ ?

8 2 8

i0 -ig

Ona: Sinf=

—|€ 4
sin40:£ )

et eR

sin‘ 0= — ( ei )3.e-i0+6(ei0)z.(e—i0)2_4(ei0)1(e—i0)3+(e-i0)4)
6

sint 0 = l( 40 _ 020 | 6 _ pa20 | e—4i0)
1

Sin4¢9:%( 4(e2l0+e—2|0)+6+(e4|0+e-4|0))

Ona: e"+e™ =2cos(nd) donc :

sin® @ = %(—4x 2c0s26 +6+2c0s40)
sin 9:%(—400329+3+ cos40)

sin® 0 = L cos 40— L cos 20+ >
8 2 8
5)a)On a:
(a—b) =a°~5a’h+10a’h® ~106a’h° +5ab* —b°

ol _g i\’
2i

Donc : sin® @ :(

2[21]5( 5i0 Se4|9 —i0 +1Oe3|9e -2i0 1Oe2|0 3|9+56|9 —4i0 e—sie)
|
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L
32i
L
32i

(esm —5e% 1106 —10e ¢ +5e 3¢ — efsie)

_ (e5i6’ _e 0 _ S(eaia _g %0 ) n 10<ei6 _g i ))

=_%(sin 50— 5sin 36 +10sin 0)
Car "’ —e™ = 2isinn@

Donc : sin® x =

—isin 5¢9+£sin 39—§sin o

0, A-i0\? 0 A-io )3
5)b)008293in39:[e J;e jx[e 2_e J
|

_ %(ESW _ S0 _(esm _e—sif))_ Z(eia _e—ie))

=%(Zisin50—2isin3¢9—2x2isin 0)
—32i

—i(sin 560 —sin 30 — 2sin 49)
16
Exercice6 :Déterminer les racines carrées des

nombres complexes suivants :1) Z, =5
2) ,=—4 3)1,=-3+4i
Solution : 1) 21:5:(\/5)2 =(—J§)2
Donc : les racines carrées de Z, =9 sont :
o, = J5 et 0, = 5

2) z,=—4=(2i)" =(-2i)’

4) 7, =-5-12i

Donc : les racines carrées de Z, =—4 sont :
0,=2i et 6,=-2

3) 7,=-3+4i

Soit & les racine carrée de Zy donc : 6° =1,

Onpose: s =x+iy avec XeR et yeR

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : 62 = x?- y? + 2ixy = Z; et |5|2 =|z,|
x> —y?=-3

par suite : { x> +y* = (—3)2 +(4)2 =5
2xy =4

2X° =2 x=+1
©12y* =8< y=12 et puisque xy =20
Xy =2
donc: 6, =1+2iet 6,=-1-2i
4) 1,=-5-12i
Soit & les racine carrée de Z; donc : 5 = Zy
Onpose: s=x+iy avec xeR et yeR
Donc : 6% = x>— y?2 + 2ixy = Z; et |5|2 =|z,|
XZ _ y2 — _3
par suite : {X* +y? =/(-3)" +(4)" =5

2xy =4

2x* =2 x=+1

©12y* =8< y=12 et puisque xy =20
Xy =2

donc: 0, =1+2iet 0,=-1-2i

Exercice7 : Déterminer les racines carrées des
nombres complexes suivants :

1) z,=-12 2)z,=c0sa—-2 3)1,=4-2i

4) 7, =-4-3i
Exercice8 :Résoudre dans C les équations

suivantes : 1) (E):z°-z+2=0
2) (E):z*-z-2=0

3) (E):2°-2z+1=0
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4y (1+i)z2° —(1+7i)z+14+12i=0
Solution :1) (E):z*-z+2=0

A=b*—dac=(-1)" -4(2)=-7= (iﬁ)2

1+i7 AT
Donc les solutions sont : z, = 2\/_ =—+1 g
Btz =7 =——i¥l
2 1 2 2
Donc S:{£_|£,l+|£}
2 2 2

Donc : S ={-12}
3) (E):z*-22+1=0

A=b?—dac=(-2)"-4=0
L’équation (E) admet comme solution le complexe

7=- P _ ~2_1 donc: S:{l}
2a 2

4) (1+i)z2° —(1+7i)z+14+12i=0

A=b? —4ac=(—(1+7i)) —4(1+i)(14+12i)=0

A =-56—-90i
On va Déterminer les racines carrées de A
Soit & une racine carrée de A donc: §?2=A

Onpose: s =x+iy avec xeR et yeR
Donc : §2 = x2- y? + 2ixy = Z3 et |6] =|A|

X’ —y? =-55

par suite : { X +y? =J(-56)’ +(-90)° =106
2xy =-90

Prof/ATMANI NAJIB

2x2 =50 x =15

&1y =8l y=19 et puisque xy =-45<0
Xy =—45

donc: 6,=5-9iet 5, =-5+0i
donc : 6 =5-9i est une racine carrées de A
Donc les solutions sont :

, ~b+6  1+7i+5-9i
' 2a 2(1+i)

. _-b-6 1+7i-5+9i
' 2a 2(L1+i)

donc: z, =1-2i et z,=3+5i

donc : S ={1-2i;3+5i}

Exercice9 : soit ZeC on pose :
P(z)=2"-2z+2

1)calculer : P(1-1)

2)en déduire dans C la résolution de I'équations
P(z)=0

Solution :1)

P(L-i)=(1-i) ~2(1-i)+2=-2i-2+2i+2=0
Donc Z =1-1 est une racine de de I'équations

P(z)=0 etona: z,+z,=—2 donc:
a

1-i+z, :__TZ donc Z, =2+i-1=1+i

Par suite : S ={1-i;1+i}

ExercicelO :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1) (z* +9)(z° —4)=0

2) 22 -6z+13=0

3) (4cosd)z*-2(cos26)z+isind=0 avec : 06[0;%[
Solution :

1) (2 +9)(2" ~4)=0 ssi 22 -4=0 ou 7*+9=0
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Ssi =4 0u 2?2 =-9

Ssi z7=+40U z=-/4 oU 2= ouz=-0i
Ssi:7=20u Z=-20u z=3i ou 7=-J
Donc : S ={-3i;3i;-2;2}

2) 22-62+13=0

A=b? —4ac=(-6)" —4(13)=36-52 = (4i)’

_6+4i

Donc les solutions sont : z, =3+2i

Etz,=2=3-2 donc: S={3-2i;3+2i

3) (4cosd)z* —2(c0s20)z+isin@=0

A =(2(cos26))" —4(4cos6)(sin )i

A =4c0s* 260 —16icos@sin

A= 4(cos2 260 — 4i cos @sin 49)

On a: 2cos@sin@=sin26 et cos®20 =1—sin? 28
Donc: A = 4(12+i2 xsin? 20 — 2isin 26’)
Donc : A=(2(1—isin29))2

2(cos260)+2(1—isin26)
2(4cos0)

les solutions sont : z, =

ot g — 2(cos20)—2(1-isin26)
S 2(4cos )

_ €0s20+1-isin260
4cosé@

les solutions sont : Z;

_ €0s20—1+isin260

et: Z
2 4¢os 6

eton a: cos28—-1=-2sin2@et cos280+1=2cos26

2c0s20—i2sin@dcosd cosf—isind

d 17, =
one:- 4 4c0s 0 2

‘7 —sin2@+isin@cosé
e =
2 2c0s 0

Exercicell :Résoudre dans C les équations
suivantes : 1)z +2z+5=0 2)2z*+3iz+(1-i)=0

Prof/ATMANI NAJIB

3)3iz* +(1-2i)z+5i+1=0

Exercicel2 :1) Résoudre dans C I'équation :
7> -8z +17=0

2) Soit P(z)=2°+(-8+i)z*+ (17-8i)z+17i

a) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur unique comme solution.

b)déterminer les réels a;b;C tels que :
P(z)=(z+ i)(az2 + bz +c)

c) Résoudre dans C I'équation : P(z)=0
Solution :1) 72 -8z +17=0

A=b*—4ac=(-8)" —4(17)=64-68=(2i)

les solutions sont : z, =8+72i:4+i etz, =z =4—i
donc: S={4-i;4+i}

2)a)soit z, =bi une solution imaginaire pur de
I'équation P(z) = 0 donc :

2o® +(-8+1i)zy°+ (17-8i)zy +17i =0
Donc : (bi)’ +(-8+i)(bi)’ + (17-8i)(bi)+17i =0
Donc : —ib® —(-8+i)b’+ 17bi+8b+17i =0
Donc : —ib® +8b? —ib*+ 17bi +8b+17i=0

Donc : 8b? +8b+i(—b3 —b%+ 17b +17)=o

=
—b®-b%*+ 17b+17=0 |-b®-b%+ 17b+17=0
{b=00ub=—1

{8b2+8b:0 {8b(b+1):0
S

b —b?+ 170417=0
b=0 ne vérifies pas —b® -b*+ 17b+17=0
Car -0°-0*+ 170+17#0
b=-1 vérifies —b®—b?+ 17b+17=0 car :
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—(-1)° =(<1)* + 17(-1)+17=0
Donc: b=-1 donc: z,=(-1)i=-i est l'unique

solution imaginaire pur de I'équation P(z) =0

2)b) (z+i)(az” +bz +c)=az® +bz* +cz+aiz® + biz + i
P(z)=az® +(b+ai)z® +(c+bi)z +ci

Etona: P(z)=2°+(-8+i)z°+ (17-8i)z+17i

a=1 a=1
b+ai=-8+i |b=-8

Donc: ¢ 4 pi=17-8i ~ |c-8i =178
ci =17i c=17

donc:a=1eth=-8 et c=17
Donc: P(z)=(z+i)(z* —82+17)
2)c) P(z)=0<:>(z+i)(22—8z+17)=0

< 2°-82z+17=0 ou z+i=0

<7, =4+1 0U z,=4—-i 0OU z, =i

Donc: S ={4—i;4+i;—i}

Exercicel3:

Soit P(z)=z3+(J§—i)zz+(1—iJ§)z—i:O

1. Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur comme racine.

2. Résoudre dans C I'équation (E).
Exercice 14: soit dans C I'’équation :

Soit (E):2°+2(\3-1)2° +4(1-3)2-8=0

1) Montrer que 2 est une solution de I'équation (E)
2) monter que :

2 +2(V3-1)2° +4(1-+3)2-8=(2-2)(2" + 2432 +4)

3)Résoudre dans C I'équation (E).
Solution :

1) 23+2(J§—1)22+4(1—J§)2—8=8+8(J§—1)8+8(1—J§)—8
—8+8{3-8+8-8/3-8=0

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : 2 est une solution de I'équation (E)

2) (2—2)(22 +2\/§z+4):z3+2\/§zz+4z—222 ~4\37-8
=2°+2(3-1)2° +4(1-3)z-8

3) P(z)=0c>(z—2)(22+2J§z+4)=0

< 22+2\32+4=0 ou z-2=0

On va résoudre : 7% +24/3z+4=0

A=’ —dac=(243) —4(4)=12-16=(2i)

Donc les solutions de I'équation z° + 2\/32+4=0

2\/§+2| =\/§+i et 22=z_1=\/§—i

' 2
Donc les solutions de I'équation(E) sont :
z, =\3+ietz,=\3-ietz,=2

Donc: S ={J§-i;J§+i;2}

Exercice 15: Résoudre dans C les équations
suivantes :

1) 2Z?-2Z+5=0 2) 3Z%-3Z2+2Z-2=0

Solutions :1) 2Z?-2Z+5=0 A=-36
Donc : 4 = 2-i\/36 L 2y = 2+i/36

4 4
Donc : Sz{l—Bi : l+32}

2 2

2) 3Z°-3Z7+2Z-2=0
On remarqgue que 2 est solution

donc :3Z°-3Z2°+2Z-2 est divisible par : z-1
La division euclidienne de 3z°-3Z*+2Z-2 par :

z—1 nous donne : 373-372+27-2 :(Z-l)(SZ2 +2)

3Zz+2:0<:>ZZ=—g<:>Z=i\/Z ou Z:i\/Z
3 3 3
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Donc les solutions de : 3Z3-3Z22+2Z7-2=0

sont:Z=1o0u Z:z'\/Z ou Z:—i\/z
3 3

Donc : S:{M\F;_iﬁ}
3 3

Exercicel6 : soit dans C I'équation : (E)

P(Z)=2°-(16-i)Z%+(89-16i)Z +89i =0

1) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet un
imaginaire pur z, a déterminer

2)Résoudre dans C I'équation (E).

Solution :1)P(z) = 0 admet un imaginaire pur

z,=1b Avec beR

P(z,) =0 < (ib)’ —(16-i)(ib)* + (89 ~16i )ib +89i = 0
& 16b° +16b+i(—b3 —p? +89b+89) =0
16b% +16b =0
P
—b®—b®+89b+89=0

P(z,)=0<b=-1

Donc : P(Z) =0 admet un imaginaire purz, = —i

2) z, =—i estune racine de P(z)
donc : P(z) est divisible par : z+i

donc: P(Z)=(z+i)(2* +az+p)
P(Z)=2"+(i+a)z" +(ai+ B)z+ i
Etona: P(Z)=Z°-(16-i)Z" +(89-16i)Z +89i

Donc : | =-16| et |ﬂ=89|

Donc : P(Z) = (z+i)(2* —162+89)

On va résoudre I'équation : 2° —162+89=0
A=-100 donc: z =8-5i et z,=8+5:

Donc : les solutions de(E) : S = {-i;8—5i;8+5i}

Prof/ATMANI NAJIB

_ 1+i\/§

V2 +iN2
1)Donner la forme exponentielle et la forme
algébrique du nombre complexes z

Exercicel? : soit: z

2)en déduire : cosZ et sin 1

12 12

oes T,
Solution:1)z=€¢ " ——=e3%* =e ¥

2e 4
i3 (1+iB)(V2-iv2) B2 +i(VB-\2)
) \/E‘l'i\/E_ 4 - 4
~(Vo+v2) (+2-6)

= 2 +i 2

_117,_(\/5—\/6) t r (\/6+\/E)
2 4 12 4
e (6] [, (6-42)

Donc : |cos=—= =- et|sin—=>— 7
12 4 12 4

2) sin

Exercicel8 : déterminer Les racines 4éme de
'unité
Solution : Les racines 4éme de l'unité sont :

k.
U, =€? oukef0,1,23}
9z, z,
Du,=e? =e’=1 2)u =e? =i
3.
3) u, =" =-1 4) u, =e? =—i

Exercicel9 : Ecrire sous les formes algébriques
les racines 6ieme de l'unité.
Exercice 20: Considérons I'équation : (E) :

L=z 1)Montrer que si z # 0 et z solution de (E)
Alors |z| =1

2- Résoudre 'équation (E)

Exercice 21 :

1) Résoudre dans C 'équation : 2° = 4\/§+4\/§i

2) Ecrire les solutions sous leurs formes
algébriques et déterminer :
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cos (m/12) et sin (1/12).
Exercice22 :1)Résoudre dans C I'équation :

22 —3iz-1-/3i=0
2) En déduire sous les formes trigonométriques et
algébriques les solutions de I'équation :

2° —\/§z’z3 —1—«/52' =0

Exercice23 : Dans le plan complexe (0;i, j), on
considere les points : A ;B ;C d’affixe
respectivement Z, = 3451 ; z, = 3-5i ; 7, = 7+3i
Et soit Z'I'affixe de M’ I'image de M (Z) par la

translation t- tel que aff(u )= 4-2i

1)montrer que : z'=z+4-2i ( I'écriture complexe
de la translation de vecteur %)

2) verifier que le Point C est I'image de A par -
3) déterminer Zg I'affixe de B’ I'image de B par la
translation ¢

Solution:1) T(M)=M' < MM ' =1

—_— p— '_
S n Ry =S g =y TS =ity

&< 2" =2+ 4 - 24 (Iécriture complexe de la
translation de vecteur u )

2ona: z,=3+5i

Donc: 2'= 3+5i+4—-2i

Donc: 2'= 7+3i= 2.

Donc: le point C est limage de A par -
3)ona:z;=3-5iDonc: 2'= 3-5i+4-2;
2 =T1-Ti= zp

Donc I'affixe de B’ 'image de B par la translation

t&est zB, =7—7i

Prof/ATMANI NAJIB

Exercice24.
1- Donner I'écriture complexe de la translation

(A

15 9quitransforme A(1-2i) en B(-4+3i)

2- Déterminer I'image du Point C( —\/§+2\/§i )

b

par la translation 1 .

Exercice25 :Dans le plan complexe (O;T,]), on
considére le points : A d’affixe Z, = 3+5I et soit
Z' raffixe de M’ 'image de M (Z) par 'homothétie
de centre Q(3;-2)) et de Rapport kK =4

1)montrer que : z'=4z—-9+6i (I'écriture
complexe de 'lhomothétie h(Q,k))

2) déterminer Z I'affixe de A’ I'image de A par
I’homothétie h(Q,k)

Solution:1) hg (M) =M' < QM' = kQM

<2 =42+2(1-4) < 2" =42 -3(3-2i)
<2 =42-9+6i

2)ona: z,=3+5 et z'=42-9+6;
Donc : 2/ = 4(3+5i)-9+6i

Donc Zp = 3+ 267

Exercice 26:

1- Donner I'écriture complexe de ’homothétie de
rapport 2 et qui transforme A(1-2i) en B(—4+3i)
2- Déterminer I'image du point C(-1+5i) par
I’homothétie h.

Exercice27 :Dans le plan complexe direct

(O;T,]), on considére les points : A ;B d’affixe

respectivement Z, = 7+2i ; 7, = 4+8i

http://www.xriadiat.com 9
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Et soit Z'I'affixe de M’ I'image de M (Z) par la
rotation r de centre B et d’angle %

1)montrer que : 2" =iz + 4i +12 (I'écriture
complexe de la rotation r)
2) montrer que I'affixe du point C I'image de A

par la rotation rest z, = 10+11i
Solution :7(M)=M"< 2y, =€ (2 —25) + 25

S =e?(2-4-8i)+4+8i

<:>z':(cos£+isinz)(z—4—8i)+z
2 2

o2 =i(z-4-8i)+4+8i

&2 =12—-4i+8+4+8;

o2 =iz+4i+12

2ona: z,=7+2i

Donc: 2’ =i(7 + 2i)+ 4i +12

Donc: 2 =7i-2+4i+12=11+10 cqfd
Exercice 28:Déterminer I'écriture complexe de la

rotation r de centre Q (1+i) et d’angle 377[

Solution :7(M)=M'e 2" = (2 — 2, ) + 2,

3z

—

& 2=e 4 (z—l—i)+l+i

, 37 .. 37 . .
= 2 :£COST+ZSH17J(z—1—Z)+l+Z

V2

<:>z':7(—1+z')z+ 2+1+14

Exercice29 : Soit la rotation r de centre Q (i) et

transforme O en O'{@J

Déterminer L’angle de cette rotation

Prof/ATMANI NAJIB

Solution :r(M)=M'< 2" = e (2 — 2

@z’zeig(z—i)Jri

Et puisque : r(0)=0' alors :

3+i
1 \/§Z_

<:>€79:L:___
0-1 2 2

Donc: ¢ = %[27;]

L’angle de cette rotation est _%

Exercice30 :

1- Montrer qu'il existe une rotation R de centre
Q(3+i) qui transforme A(2+4i) en B(6+2i)

2- Donner I'écriture complexe de la rotation R
3- Déterminer I'image de C(-1+3i)

Exercice 31: Soit f une transformation plane
qui transforme M(z) en M' (z') tel que

2'=-27+3-3i

Déterminer la nature de la transformation f
et ses éléments caractéristiques

Solution : Soit:w = 1L on a :Le point Q(w) est
—a

un point invariant par f: o = lL = 3_33l =1-4
—a

2'=-224+3-3;5
D’ou: _en faisant la différence on
w=-20+3-3

obtient : 2’ — @ = -2(2 - @) qui se traduit par

QM'=-20M Donc :f est ’homothétie de centre

Q(w=1-1) et de Rapport -2

Exercice 32 : Soit u un complexe non nul, et f la

transformation plane qui transforme M(z) en
M (z)telque: Z'=uz+i—0U

Déterminer la nature de la transformation f
et ses eéléments caracteéristiques dans chacun
descassuivant:l)u=1 2)u=-3

http://www.xriadiat.com 10
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4) u=4-43i

Exercice 33 : Dans le plan complexe direct

u=j

(O;T,]), on consideére le point : A (i) et la

rotation R, de centre O (0) et d’angle = et soit R,
6

la rotation de centre A (i) et d’angle %

Déterminer la nature de la transformation R o R,
et ses éléments caractéristiques

Solution :soit un point M ()

On pose : Ry(M)=M'(Z') et R (M')=M"(z")

T
i
Etona: R(M')=M"(2")=7"=e3(7'-2,)+1,
iZ( i iz iz iZ
o7"=ed|efz-i|+tic"=e%ebz+i|l-e°

Ve

LA i ) 1.
= z”=e'22+|[1—e'3j<:> z”=|z+—+§|
On sait que la composée de deux rotation est une
T T
rotation (3 + § * 2k7)

Déterminons le centre de la rotation : R, oR; ?

Le centre de la rotation est le point invariant :

e N

a):ia)+—+li <:>a)(1—i):—+1i
2 2 2

1\B3+i_V3-1 .3+1

2 1-i 4 4

Donc: o=

Ona: argi=Z 2
2

Prof/ATMANI NAJIB

L’angle de la rotation est : %

Exercice 34 : soit ABC un triangle isocele et

rectangle on A tel que : (EE) = %[27:]
et soit R la rotation de centre A et qui transforme
B en C et soit la translation 7' =%

Déterminer: F, =RoT et F,=ToR

Solution :on considére (A;E,Tc)comme

repére normeé donc : L’angle de la rotation R

est : (EE)

donc : R la rotation de centre A (0) et d’angle %

T

donc: R(M)=M'(Z')= 2’ = ¢'? (z —zA)+zA
Donc I'écriture complexe de la rotation R est .
RM)=M'(Z)e 2 =12

I'écriture complexe de la translation translation
T=t_est 2" =2+1

soit un point M (2) : on pose : F(M)=M,(z,)
et F,(M)=M,(z,)

onadonc: ? = Z(Z +1)et z, =iz +1
ona:pour F: 2= z'(z+1) = (1—z')z =1

¢ =1+

1—4 2

z

pour F le seul point invariant est

1+
Ql(a)lz eton a
2
T . T .
—1 —1
z.=e? z4+w, |1—e?
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donc F, est la rotation de centre o (

-1+
2

De méme : pour F, le seul point invariant est

T
etd’angle : 5

T . T .
—1 —1

—e2 —e2
Qz[wz 1“2“Zjetona 2z, =e? z+w,|1-e

donc F, est la rotation de centre : o [wz _ 1+
2
T
etd’angle: 5

Exercice 35 : Exercice 35 : Dans le plan

complexe direct ( O;1, j), on considére le point : A
(2) et soit ¢ une transformation qui transforme

3+|J§2+1—|J§ ot

4 2

M(z) en M2 (z,) tel que z, =

soit H 'homothétie de centre A (2) et de
Rapport k= \/—

Etsoit: f=¢poH

1) montrer que f est une rotation dont on
déterminera le centre et 'angle

2) montrer que foH =¢

Solution :1)

Ona: A=¢(A) a verifier( Aest le seul point

invariant par ¢ )donc :I'écriture complexe de

i(z—2)+2

N

Pour tout point M(z) soit f (

I'hnomothétie H est:z =

M)=M' et M'(z')

Prof/ATMANI NAJIB

Z,:3+|J§Z +l—|\/§

4 2

3+i\/§
4

Ona: et on peut I'écrire

sous forme: Z'—-2=

(21_2)

et puisque:z; —2=—

3+i/3 2
lors: Z'—2= —(z-2
alors 4 \/§( )
' 3+i i i
Donc: Z —2=\/_2 (z-2) et puisque: ﬁ;' —eb
alors : z’—2=e5'(z—2)
donc : f est une rotation de centre A (2)
T
d’angle —
J 6
2)puisque: f=poHalors: foH™ =(poH)oH™

cad foH_l:(DO(H OH_l) et et puisque:

HoH™ =1, alors: foH"=¢

finalement ¢ est la composée de la rotation de

centre A (2) et d’angle %et 'homothétie H de

centre A (2) et de Rapport k= \/—

Exercice 36 : Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormé direct ® ( O;i, ).

Soit a un complexe non nul ; Pour tout nombre

, az
zde C\ { a}, on pose : fa(z): :E
1. Montrer que :
f.(2) € iR & |z|2Re(a) = |a|*Re(z)
2. Soit z un élément de Cx\ {a}
onpose:|z—-a|l|=retarg(z-a) =0 [2n]
http://www.xriadiat.com 12
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a. Calculer | f, (z) - a| en fonction de r est |q]

b. Calculer arg( f,(z) - a) en fonction de 6 er r.
3. 0on pose a = -1 + i et considérons les

ensembles des points M(z) définis par :

37
(D) = {M(z); arg(z - @) ==~ [27]}

©) =M@ | 1,(2)- al = 2)
(€)= {M(2); T,(z)€ iR}

a) Déterminer les ensembles (€) et (C) et montrer
gue (D) est une demi droite d’origine A(a) privée
de A et déterminer son équation cartésienne.

b) soit z, un élément de C \ { a},et B(z,)
tel que B € (D) N (C) ; écrire f,(z,) sous sa forme

algébrique puis déterminer z,

c) Construire les ensembles (D); (C) et (£) .
4) Déterminer la représentation complexe de la

rotation p de centre a et d’'angle %

5) Déterminer la représentation complexe de la
translation t de vecteur u d’affixe a.

6. Déterminer la transformation top et ses
éléments caractéristiques.

Exercice 37 : soit Z un nombre complexe non
nul

Montrer que : ‘Z —:u < HZ‘ —l‘+‘ZHaI‘g Z‘

Solution : soit Z€C" ona:
29 =[z-[2+(z]-1) <[22+ ]|

Onpose: Z= Re" avec R0

Ona: |Z—|Z||=‘Rei9—R — R‘eig—l‘

OV e e o0 0
=R|e?| —e? ?|=Rle?|e?-e ?

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : ‘Z—|Z”=2R

: 9‘
sin—
2

Or on sait que : [SiN X/ <|X| ¥xeR

pone : [2-[2] <[2]e|=lz]rg

Donc : |Z—1| SHZ|—1‘+|Z||aI’g Z|

Exercice38 :soit a et b et c des nombres

complexes tels que : |a =|b|=|c|=1

eta#Cet bh#cC

Cc— 1
2)en déduire que : arg| —— |=—arg| — || —
en gt que : g = |= g 2|
2 —\2
- a (t-b a
Solution ; | — | x—=| —— | x=
. (—aij (E—aij
1
Onasi: |Z|=1 alors : Z =7 donc
: 1 1Y 1 (b-cY
c-b) a |¢ b|_a_| bc
(c—aij‘ 11|71 |ac|”
c a b ac
(11} 1 2
(c—bj A |c b Xé:(c—bj y
c-a) b |1 1] 1 \c-a
c a b

2
2)puisque : (uj x%eR alors :

arg ((gjz X %] =0[7]
Donc : arg (%]2 +arg (Ej =0[7]

http://www.xriadiat.com
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Donc : 2arg (EJ =—arg (%j[ﬂ]

C—a

w2l 3]

2
i

Exercice39 :soit le nombre complexeZ=¢€ '

Onpose: S=2+2°+12" et T=2*+2"+7°

1)Montrer que les nombres S et T sont
conjugués

2) Montrer que : Im(S)>0
3)calculer S+T et SxT

4)en déduire les nombres S et T

2
i

Solution :ona: Z=€ 7 donc z' =1

Donc : les nombres S et T sont conjugués

2) Montrons que : Im(S)>0 ?

2
i

Ona:S=7+7%+72"etz=¢7

Donc Im(S) :sin27”+sin47”+sin87”

Im(S)zsinz—”+sin4—”+sin(ﬂ+zj
7 7 7

Prof/ATMANI NAJIB

.2 .o A T 2m &
Im(S)=sin—-sin=+sin— puisque : =<—<—
7 7 7 TT7 2

Donc : sinz<sin2—” etonasin4—”>0
7 7 7

Donc : Im(S)>0

3)calculons S+T et ST 2

S+T=z+2°+2°+2*+2°+7°

S+T:(1+z+22+z3+z4+25+26)—1

1-7'

~1=-lcarz' =1
1-z

S+T =

SxT:(Z+ZZ+Z4)(Z3+ZS+ZG>
SxT=z'+2+72"+2°+72"+28+72" +2°+7Y°
SxT=z'+2+2°+32"+28+2° + 7

7
Ona z' =ldonc: ’=zet’=2*et 1'=7"
donc: SxT=1+z+72*+2+2*+72°+2%+2

1-7'
1-z

SxT = +2=2 car:z' =1

4ona S+T=-1et SxT=2 donc S et T sont

les solutions de I'équation : X* +1x+2=0

A=-7=(Ti)

En résolvant I'équation on trouve :

—1++/7i —1-[Ti
=+T\/_I et X1=T\/_I etona Im(S)>0

—1+4/7i 14T
2 ° 2

Donc: S = tT

Exercice40 : Soit

P(z) =(i—1)z® —(5i —11) 2> — (43+i) 2+ 9+37i
1) Montrer que I'équation (E): P(z) = 0 admet un

imaginaire pur z,unique comme solution
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2)déterminer les nombres complexes a;b;C tels

que P(z):(z—zo)(az2 +bz+c)

3) Résoudre dans C I'équation (E).

Solution :1) soit z, =i avecieR une solution
imaginaire pur de I'équation P(z) = 0 donc :

(i—-1)z,> —(5i—11) z,*> —(43+1i)z, +9+37i =0

(i—1)(2i)’ —(5i—11)(Ai)° — 2i (43+i)+9+37i =0
Donc :
(2°-114% + 2 +9)+i(4° +54* —431+37) =0
A°—-112% +A1+9=0

{/13 +51% -431+37=0
On remarque que 1 est 'unique solution du
systeme donc : z, =i est la solution imaginaire
pur de I'équation P(z) =0
2) z, =i estune racine de P(z) donc P(z)
Est divisible par Z—i
en faisant la division euclidienne de P(z)par Z—i
on trouve :
P(z)z(z—i)((i ~1)z? +(10—6i)z—37+9i)

Donc: a=i-1et b=10-6i et c=-37+09i
3)

P(z)=0<(z-i)((i-1)2* +(10-6i)2—37+9i)=0
< (i-1)z* +(10-6i)z—37+9i =0 ou z—i=0
On va résoudre 'équation :

(i-1)z° +(10-6i)z—37+9i =0 (F)

A =(5-3i)" (i —1)(=37 +9i) = —12 + 16i

2_

N'=—12+2x4x2i = (4i) +2x2x4i +(2)" =(2+4i)’

Donc : une racine carrée de A’ est: 2+ 4i

Donc : les solutions de (F) sont :

Prof/ATMANI NAJIB

2, =5-2i ou z, =3+4i

Donc les solutions de (E). sont :

S ={5-2i;3+4i;i}

Exercice4l : Soit dans C I'équation :

(E) 22° —(1+2i)z* +(25i —1)z+13i =0

1) Montrer que I'équation (E): P(z) = 0 admet une
solution réelle z, a déterminer

2) Résoudre dans C I'équation (E).

Solution :1) soit z,=1 avecieR une solution

réelle de I'équation (E).donc :
22° —(1+ 2i)/12 +(25i —1)/1+13i =0
Donc : (24° =4 = 4)+i(-24° +254+13) =0

22°-21*-2=0
<
212 +252+13=0

A=00ul = —lou/l =1
= 2

22?2 +251+13=0

1
On remarque que 4= 3 le seul vérifiant

—22% + 251 +13=0donc solution du systéme

1 .
donc: z, = - est la solution réelle de

L’équation (E)
2)on pose :

P(z)=22°—(1+2i)z* +(25i —1) z +13i
Z, = —% est une racine de P(z)
donc P(z) est divisible par Z+ 5

en faisant la division euclidienne de P(z)par

1
Z+ E on trouve :
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P(z):z(z +%j(22 —(1+1i)z +13i)

P(z)=0<:>2(z+%j(z2 —(1+i)z+13i)=0

On va résoudre 'équation :

2> —(1+i)z+13i =0 (F)

A=(1+i)* ~52i = -50i = (5(1—1))’
Donc : une racine carrée de A est: 5(1— i)
Donc : les solutions de (F) sont :
z,=—2+3i ou z,=3-2i

Donc les solutions de (E). sont :

S :{—2+3i;3—2i;—%}

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que 'on devient un mathématicien

Prof/ATMANI NAJIB
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