Exercices avec solutions : LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercicel : soit I’équation différentielle
(E):y"+4y=0

1)Résoudre 1’équation différentielle (E)
2)Déterminer la solution g qui vérifie :

g(0)=1et g'(0)=2

solution : (w=2)1) lasolution générale de

I’équation différentielle (E) est :

La fonction : F(x)=acos2x-+bsin2xou a et § sont des

réels

2) F'(x)=-2asin2x+2bcos2x VxeR

[F(O)=1  [a=1 [a=1
Donc : = =
F’(o)=2 2b=2 b=1

Donc : F(x)=cos2x+sin 2x

On peut écrire F () sous la forme : F(x)=ﬁsin(2x+%j

Exercice2 : Résoudre les équations différentielles
suivantes :1) (E1): y'=3y 2)(E2):y—y=0
Solution :1) La solution générale de 1’équation
différentielle (E1): est I’ensemble des fonctions :

X = y(x) = 1e* ol A estun réel.

2) (E2):y—y=0 < (E2): y=1y
La solution générale de 1’équation différentielle (E2): est

I’ensemble des fonctions : X — Y(X) = Ae* ou A est un réel.
Exercice3 :Résoudre I’équations différentielle suivante :
(E):2y'-4y-3=0

Solution : (E):2y'-4y-3=0<2y'=4y+3

, 4y+3
2

, 3
oy <:>y=2y+§

onadonc; a=2 etb:g

La solution générale de 1’équation différentielle (E) : est
I’ensemble des fonctions :
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3
X > e " Ou A est un réel.

Exercice4 :soit ’équations différentielle suivante :
1
(E):Ey’+3y—1=0

1)Résoudre I’équation différentielle (E)
2) Déterminer la solution f de (E)

Telle que f'(0)=-2.

Solution :1)(E):%y'+3y—1=0<:> y'=—6y+2

Donc: a=—-6etb=2
La solution générale de 1’équation différentielle (E): est
I’ensemble des fonctions :

X > A6 +3 Ou A est un réel.

2) f(x)=2e"+3 Onvacalculer: f'(x)

£(x) = (26> +3) =—62¢ >

f'(0)=—2<:>—6/1e°=—2<:>/1=;

Donc : f(x)

%eﬁx +3 c’est la solution de (E) qui Vérifie la

condition initiale
Exerciceb : Considérons les équations différentielles

(Eo): y—y=0¢et(E):y —y=2Xx2+X

1- Résoudre 1’équation différentielle (Eo)

2- a) Soit P une fonction polyndme, quel sera le degré de P
afin que P soit une solution de (E)

b) Déterminer le polyndme P pour que P soit une solution
de (E)

¢) Montrer que : y est solution de (E) si et seulement si (y —
P) est solution de (E)

d) En déduire la solution générale de

L’équation (E)

3) déterminer la solution ¢ de (E) telle que ¢ (0) =2

Exercice6 :1) Résoudre I’équations différentielle

suivante: (E):y"—7y'+12y =0
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2) Déterminer la solution f de (E)

Telleque f (0)=0et f '(0)=1
Solution :1) Iéquation Caractéristique de (E ) est :

(E1): r’=7r+12=0
Ona: A =1 donc I’équation (E1) a deux racines : I, et I,

réelles et distinctes: r, =3 et r, =4
Donc les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions :

y(X) = ae®™ + Be*ou a et B réels

2) f(x)=ae™ + ge*
£/(x) = (ae® + Be) = dae® +34e>
f(0)=0 fa+p=0 _ [f=-a p=-1
= = =
f'(O):l 4da+33=1 da—-3a=1 a=1
Donc: f (x)=e" —e* c’est lasolution de (E) qui vérifie

les conditions initiales
Exercice7 :1) Résoudre I’équations différentielle

suivante: (E):y"—2y'+y=0
2) Déterminer la solution f de (E)

Telleque f (0)=0et f '(0)=1
Solution :1) I’équation Caractéristique de(E ) est :

(E): r*=2r+1=0

Ona: A =0 donc I’équation (E1) admet une racine double
-b
rn=—-=1
° 2a

Donc les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions :

y(X)=(ax+pB)eou a et B réels

2) f(x)=(ax+p)e"

!

£'(x) =((ax+ B)e*) :((ax+,[3))' e +(ax+p)(e")

f'(x)=(ax+a+p)e"

!
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{f(o)=o {ﬂ:o {ﬂzo
= =
f’(O):l a+p=1 a=1
Donc: f(Xx)=(1x+0)e* donc: f(x)=xe"

C’est la solution de (E) qui Vérifie les conditions initiales.
Exercice8 :1) Résoudre I’équations différentielle

suivante: (E):y"—4y'+13y =0

2) Déterminer la solution f de (E)

Telleque f (0)=0et f '(0)=1

Solution :1) I’équation Caractéristique de(E ) est :

(Ex: r*—4r+13=00na: A=-36=(6i)’

donc I’équation (E1) a deux racines Z; et Z, complexes
4+i6 4-i6

conjugués eton a: z, - etr,=——

! donc
2

z,=2+3i=p+iq
Donc les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions :

y(x) =e* (acos3x+ Bsin3x)ol a et S réels

2) f (x)=e*(acos3x+ Bsin3x)

f'(x)=(e” (acos3x+ Bsin 3x))l

=(e” )' (@cos3x+ fisin3x) + €™ (crcos3x + fsin3x)

= 26” (acos3x+ Bsin3x) + e (-3arsin 3x + 33c0s 3x)
f'(x) =™ (2acos3x + 23sin 3x - 3asin 3x + 33c0s 3X)

f'(x) =e*((2a +38)cos3x+ (23 —3a)sin 3x)
f(0)=0 (a=0 a=
{f’(O):1©{2a+3ﬂ:1© 5=

Donc: f(x)= e [Oxcos3x+%sin 3xj = %ezx sin 3x

Wl O

c’est la solution de (E) qui Vérifie les conditions initiales
Exercice9 : Résoudre les équations différentielles
suivantes :

Hy'=7y-5 avec y(0) = —6

http://www.xriadiat.com 2



http://www.xriadiat.com/

2)y"-15y'+ 56y =0 avec: y'(0) =9 ; y(0)=-3

3)y"+14y'+ 49y =0 avec: y'(0) =6 ; y(0)=-3
w45 -

4) y +y+5y=0 avec: y'(0)=6; y(0)=-4

Solutions : 1) y'=7y —5 Donc les solutions de

1I’équation (E) sont les fonctions :
y(z) = e’ +g (L eR)

47

5
Ona:y(0)=A+—=-=-6donc: A =——
¥(0) 7 7

Donc : la solution de 1I’équation qui vérifie les conditions

5
+_
7

47
al 67:0

y(z) ==~

Initiales est :

2)y"-15y'+ 56y =0 avec: y'(0) =9 ; y(0)=-3

I’équation Caractéristique de 1’équation est :

r? ~15y+56=0 donc: 7 =7 et r, =8

Donc : y(z) = ae’® + BB ol a et 3 réels
Donc : y'(z) = Tae'® + 857
yO)=a+p y(0) = -3
y'(0)=Ta+88 " |y'(0)=9
a+pf=-3
Donc : { donc: f=30; a=-33 Donc:la
Ta +8f =

solution de I’équation qui vérifie les conditions initiales est :

y(z)

— _33¢’? 430657

3)y"+14y'+ 49y =0 avec: y'(0) =6 ; y(0)=-3
I’équation Caractéristique de 1’équation est :
r? +14y + 49 =0 donc: r = —7
Les solutions : ((a;ﬂ) € ]Rz) y(x) = (az + f)e
y'(z) = ae " - 7(ax + ﬁ)e_m
W0 =-3_ [s0=p  _[F=-3
y'(0)=6" |40 =a-78" |a-78=6
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Donc: ¢ =-15; B =—

Donc : 1a solution de I’équation qui vérifie les conditions

y(z) = (152 —3) e ®

initiales est

4) y"+y'+§y:0 avec: y'(0)=6; y(0)=-4

I’équation Caractéristique de 1’équation est :

2

5 _
r“ +y+— =0 ontrouve : z:—l—Ei etz:—1+§i
2 2 2 2

2

1
e_Ez [a Cos (g xj + fsin (g :vj]

Donc : ((a’ﬂ) e Rz) y(m)

ou a et S réels

(—m( o)

y'(z) =

{y<o>=—4 w0 =a =
A 1 3 <371 3
y'(0)=6 0)=-Za+ ——a+>p=6
V'O =-Sa+op S0+ F
Donc:a=—4;ﬂ=g

Donc : la solution de I’équation qui vérifie les conditions
initiales est

PR EINERRINER)

ExercicelO : Résoudre les équations différentielles
suivantes :
1)2y"+y-3y=0 2)y"'+2y'+2y=0
3)y"+4y' +4y=0 4)y"+2y=0
« C’est en forgeant que [’on devient forgeron »

Dit un proverbe.

C’est en s’ entrainant régulierement
Aux calculs et exercices Que [’on devient

Un mathématicien
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