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PROF : ATMANI NAJIB

2eme BAC Sciences maths

http://www.xriadiat.com

Exercices AVEC SOLUTIONS
Espaces vectoriels

Exercice1 :Justifier si les objets suivants sont des
espaces vectoriels sur R

(a) Lensemble des fonctions réelles sur [0, 1],
continues, positives ou nulles, pour I'addition et le
produit par un réel.

(b) Lensemble des fonctions réelles sur R vérifiant

lim f (x)=0 pour les mémes opérations.

X—>+00

(c) Lensembile des fonctions sur R telles que :
f(3)=7.

Exercice2 : dans I'espace vectoriel (V,;+;.)
déterminer le scalaire « et le vecteur U tel que :
(3a2 —5a+2)l]=6

Solutions :on utilusant les Régles de calculs dans
un espace vectoriel on a donc :

(3a2—5a+2)0=6c>6=6 ou 3a?—-5a+2=0
o= 2
< uU=0 ou azg ou =1

Donc I'ensembles des solutions est :

S = {{1;§}><V2 (R {6})}

Exercice3: on considére 'ensemble :

F :{(x;y)eR"'/y:ZX}

Montrer que F est un sous -espace vectoriel de
lespace vectoriel (RZ o, )

Solution : a)on a F c R?

b)Etona: (0;0)e F car: 0=2x0 donc: F#J

c) soient (X;y)et (x’;y') sont deux éléments de F

donc: y=2x et y' =2x’
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et (4 4)eR*montrons que : A(X;y)+u(x;y')eF?
A6 Y)+u(X5y") = (A% Ay ) +(ux; 1y')

A Y)+u(X5y) = (Ax+ ux; Ay + uy')

AY + uy' = A2x+ p2xX = 2(Ax+ px')

Donc : A(x;y)+u(X;y)eF

Donc : F est un sous -espace vectoriel de

I'espace vectoriel (Rz e, )

Exercice4 : on considére 'ensemble :

F :{(ajbb aﬁbj/(a;b)eRz}

Montrer que ( F; +;.) est un espace vectoriel

sur R
Solution : on sait que (M2 (R);+;.) estun

espace vectoriel sur R
Il suffit de montrer que : F est un sous -espace

vectoriel de (M, (R); +;.)
0 0) (0+0 O

a)jona: = eF donc: F=UJ
00 -0 0-0

C) SOientMlz[ai_;lbl ai%bljethz[aZ_:;bz ab_gb]
2 2 ]

deux éléments de F et (a; ﬂ) eR*montrons que :
oM, + M, e F?

ath b j+ﬂ[az+bz b,
_bl ai_bl _bz az_bz
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aM, + M, :0{
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—ab  a(a-b
a(a, +h)+p(a, +h),

(ca,+ fa,)+(ab, + Ab,)

[a(a+b) e }[ﬂ(aﬁb)z ,
) b, B(a,-b,)

ab, + b,

—(Olb1+ﬂb2) a(a1_b1)+ﬁ(a2_b2)

ab, + b,

Onpose: d=ab +pb, et c=aa + fa,

c+d

Donc : aMl+ﬂM1=( g

Donc: (F;+;.)est un espace vectoriel sur R

Exercice5 : on considére I'en

F ={(Z ;ij/(a;b)eﬂ%z}

d j
eF
c—d

semble :

|

Montrer que ( F; +;.) est un espace vectoriel

sur R

Solution : on sait que (M2 (R);+;.) estun

espace vectoriel sur R

|

~(ab; +b,) (@, + pa, )~ (b, + pb,)

Il suffit de montrer que : F est un sous -espace

vectoriel de (M, (R);+;.)

0 0) (0 -2x0
a)ona:( j:( jEF donc: F#J

00 0 3x0

_ a -2b
c) soientM, = b 3 etM, =

deux éléments de F et (a; 8) e R?montrons que :

oM, + M, eF?

b 3a

c -2d
d 3¢

d 3c

(a —ZbJ (c —2dj
oM, + M, =« +p

ab  3aa

aa —2ab
oM, + M, = +

aM, + M, :[
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pc -2pd
pd  3pc

ca+fc —2(ab+pd)
ab+pd  3(aa+fc)

|

Onpose: f =ab+ pd et e=aa+ fSc

e -2f
Donc: aM,+ M, = fo3e eF

Donc : (F;+;.)est un espace vectoriel sur R

Exerciceb : dans espace vectoriel réeI(M2 (R);+;.)

0 n considére les matrices :

01 11
M, = etM, =

10 04
est-ce que la matrice :

2 5
M :[3 8] est une combinaison linéaire des

matrices : M, et M, ?
Solution : on cherche («; 8)eR’ tel

que : M =aM, + M, ?

2 5\ (01 11
507l oo
2 5\ (0 a) (B B
38 la 0)l0 483

a=3
2 5) (p a+p p=2
= =
3 8) la 4p a+pB=5
45 =8
Onadonc: M =3M, +2M,

donc :M est une combinaison linéaire des

matrices : M, et M,

Exercice7 : dans : (Rz P+ ) on considére les
Vecteurs : X =(L-2)et X, =(5;1) et X, =(-7;2)
Est-ce que le vecteur : X, est une combinaison

linéaire des vecteurs : X et X, ?
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Solution : on cherche (o;8)eR’ tel
que : X, =aX + fX,?
X, = aX + f%, < (-7;2) =a(L,-2)+ B(51)

< (-7,2)=(a;2a)+(55; B)

a+56=—7
-1:2)=(a+58:2a+ F) &
< (12)=(a+5pi-2a f) {—2a+,8:2
200+103=-14 _
aH0F="14 s 1m e Perg- Y
20+pf=2 11 11
5 17
Onadonc: X,=—X ——X
ST

donc : X, est une combinaison linéaire des
vecteurs : X et X,

b) Dans le I'espace vectoriel (R3 ;s )

(3, 3, 1) est combinaison linéaire des vecteurs
(1,1,0)et (1, 1, 1) car on a I'égalité
(3,3,1)=2(1,1,0)+1(1, 1, 1).

c) dans : (R2;+;.) : le vecteur X = (2,1) nest
pas colinéaire au vecteur y = (1,1) car s’il I'était, il

existerait un réel Atel que X =AYy

ce qui équivaudrait a I'égalité (2, 1) = (A,A). faux
Exercice8 : dans (Rn [X];+ ) I' espace
vectoriel des polynémes de degrés inferieur a 2

on considére les polyndmes : B (X)=x>-X ;

P, (x)=1+x2+xet P,(x)=8-x2

Est-ce que le polyndme : P(x)=-2x2—2x+15 est
une combinaison linéaire des polynémes :

P(x) et B,(x) et B,(x)?

Solution : on peut remarquer que :

P(x)=1xPB,(x)—1xP, (x)+2xP,(x)
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donc : le polynéme : P(x) est une combinaison
linéaire des polynémes P, (x) et P,(x) et B,(x)

Exercice9: Soit E = F(R;R) l'espace vectoriel des

fonctions réelles. Soient fo, f1, f2 et f3les fonctions
définies par :¥x € R fo(x) =1, fi(x) = x, f2(x) = x?
, 13(x) = x3 .Alors la fonction f définie par :

VXE R f(x)=x3-2x-7x—-4

Montrer que f est combinaison linéaire des
fonctions fo, f1, f2, f3

Solution : puisque 'on a I'égalité :

f = fa— 2fo— 7f1— 4fo

alors f est combinaison linéaire des fonctions :

fo, f1, f2, f3

Exercice10: dans espace vectoriel réel

(M, (R);+;.)On considére Ia famille :

o_([1 0)(21)(0 1 e
= 0 _1,0 112 0 et on considere la

) 1 4
matrice : M =
100 4

Montrer que la matrice M est engendré par la
famille B

Solution : on cherche (a;b;c)eR* tel :

1 0 2 1 0 1
M=a +b +b
o 2o 13 o)

a+2b b+c 1 4
On adonc: =
2C —-a+b 10 4

1 0 2 1 0 1
Donc: M =3 - +5
0 -1 01 2 0

donc : M est engendré par la famille B
Exercice11:dans 'espace vectoriel réel

(RZ s, ) on considére les vecteurs :
X =(3;2)et X,=(15) et lafamilleB=(X;; X, )
Montrer que la famille B=(X,; X, ) engendre

I'espace vectoriel réel IR?
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Solution : Montrrons que VX € R®
A(ey;a,) e R?Tel que (X =%, + a,%,
On pose : X =(a;b)

X=X +a,% < (a;b) =, (3,2)+a,(L5)

< (a;b) =(3e; 20, ) +(a,: 501, )

< (a;h)=(3e, +a,; 20, +5a,)

1
a=3a, +a, al:ﬁ(sa_b)
= =
b=2¢, +5¢, 1

a, = E(—Za‘l'?)b)

donc :famille B=(X,; X, ) engendre I'espace

vectoriel réel IR ?

Exercice12: On munit R 3 des opérations usuelles.

Soient F1={(A\,\,A\), A€ R},

F2={(A=3p,2u, A+ ), (\, p) € R?}
Fa={(x,y,z)€ R¥x-y+z=0} et
Fa={(x,y,Z) € R3¥ x+2y+3z=0et

2x + 5y + z = 0}

Montrer que F1, F2, F3 et F4 sont des sous-espaces
de R 3 et en fournir dans chaque cas une famille
génératrice.

Solution.

*F1={(A, A,A),Ae R}={A1,1,1),A€E R} =

Vect(X, )ou X, =(1, 1, 1). F1 est donc un sous-
espace vectoriel de R 3et une

famille génératrice de F1 est (X, ).

« F2={ (A= 3y, 2u, A+ ), (A, p) € R?}
=(A(1, 0, 1) + (=3, 2, 1), (A, p) € R 2

=Vect(X,, X,)ou X, =(1,0, 1) et X, =(-3, 2, 1).
F2 est donc un sous-espace vectoriel de R®
et une famille génératrice de F2 est X, X,)

* Soit (x,y,z) € R3
X-—y+z=0z=-x+Yy.

Donc, F3={(x,y, =x +Y), (X, y) € R %}
={(x(1,0, =1) +y(0, 1, 1), (x, y) € R 2}
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=Vect(X,, X,)ou X, =(1,0,-1)et X, =0, 1, 1).
F3 est donc un sous-espace vectoriel de R 3
et une famille génératrice de Fs est (X, X,).

* Soit (x,y,z) € R®
X+2y+3z=0et2x+5y+z=0
ox=-2y-3zet2(-2y-3z)+5y+z=0
oy=5zetx=-13z.

Donc, F4 ={(-13z, 52,2),z€ R}

={z(-13, 5,1),z€ R} = Vect(X)ou

X =(-13, 5, 1). F4 est donc un sous-espace
vectoriel de R 3et une famille génératrice de
Faest(X).

Exercice13:dans I'espace vectoriel réel

(R3; +; ) on considére la famille :

B =(U;V;W)tel que : U =(cosa;cosb;cosc)
V =(sina;sinb;sinc) et

W =(sin(x+a);sin(x+b);sin(x+c))

Avec ; (a;b;c)e R’
Montrer que la famille B est liée

Solution.

Ona: sin(x+a)=sinxcosa-+cosxsina
sin(x+b) =sin xcosbh+cosxsinb

sin(x+c)=sinxcosc+cosxsinc

Donc :

W =sin x(cosa;cosb;cosc)+cos x(sina;sinb;sinc)
Donc : W=sin XU +Cos XV et puisque :
(sinx;cosx) = (0;0)alors la famille B est liée
Exercice14:0n munit R 3 des opérations usuelles.
Soit: E :{(x; y;2)eR*/x-y+3z :0}

Montrons que E est un R -espace vectoriel

Et donner une famille génératrice de E et une base
deE

Solutions : Il suffit de montrer que est un sous-
espace vectoriel de R®

a)E#J car: (0,0,0)eE en effet : 0-0+3x0=0
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b)soient : i =(a;b;c) < E et v =(xy;z) E
et (a;8)eR’

ali + BV = (aa;ab;ac)+(Bx; BY; fz)
ali+ BV =(aa+ px;ab+ py;ac+ Bz)
(cca+ fix)—(ab+ By)+3(ac+ fz) =

— (cca—ab+3ac)+(fx— By +3p2)

i=(ab;c)eE<a-b+3c=0
Donc: aa—ab+3ac=0
De méme : V=(X;y;z)e E< x—y+32=0

Donc: pgx—py+3pz=0

Donc : (aa+ fx)—(ab+ py)+3(ac+Bz)=0

Donc: ali+pVekE
Donc : E est un R -espace vectoriel
2) (%y;7)eEx-y+32=0

Soit : U:(a;b;c)eE<:>a—b+3c:0<:>a+30:b

i=(a;b;c)=(a;a+3c;c)=a(L10)+c(0;3;1)
Donc :
i=(a;b;c)=(a;a+3c;c)=a(L10)+c(0;3;1)

On pose : € =(1;1;0)et & =(0;1;,0) et & =(0;3;1)
On adonc : U =a¢ +cCg,

Donc : B=(§;;€,)est une famille génératrice de E
Montrons que B=(€;€,) est une famille libre ?
Soient : («; 8) € R*Tel que

at, + 8, =0 (a;a +38; 8)=(0;0;0)
<Sa=00u a+38=00u =0

<a=0 ou =0
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Donc : B=(€;;€,) est une famille libre

Donc : B=(€;;€,) est une base de E

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs

et exercices Que l'on devient un mathématicien
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