TD : Exercices d’applications avec solutions
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TD avec solutions : FONCTIONS PRIMITIVES

Exercicel :Soit la fonction f définie sur ]O;+oo[

par: f (x)=2x2+x+1+%

1)Déterminer les fonctions primitives de la
fonction f sur ]0;+oof

2)Déterminer la fonction primitive de la fonction f

sur |0;+o0[ tel que : F(1)=3

Solution :1) f(x)=2x"+ x+1+%

Donc :

Donc : F(X):§X3+%X2+X_l+k avec keR
X

2) F(1)=3<:>§x13+%><12 +1—%+k =3

F(1)=3<:>E+£+1—1+k=3<:>Z+k=3<:>k=E
3 2 6 6

Donc : la fonction primitive de la fonction f sur
]0; +oo[ tel que : F(1)=3 est:

F(x):zx3+lx2+x—1+1—1

37 2 X 6
Exercice2 : (situation directe): Déterminer une
fonction primitive des fonctions suivantes :

1) f(x)=5x"+3x+1 2) f(x):%
X

3) f(X)=sinx+xcosx 4) f(x)=(2x-1)

+cosx+sinx—-1

5) f(x):(xzx_l)2 6) f(x)=5x¥3x*+1
7) f(x):ﬁ 8) f(x):7xcos(7rx2+3)

Solutions : 1) f(x)=5x"+3x+1

F(x):5xéx5+3x%x2+1x+k avec keR
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2) f(x)=i+cosx+sinx—1

5

F(x)=2Vx+sinx—cosx—x+k avec keR

3) f(x)=sinx+xcosx = x'sinx+ x(sin x)
Donc: F(x)=xxsinx+k avec keR

4) £ (x)=(2x-1) :%(ZX—l)' (2x—1)°

1

1
FO)=5%37

(2x-1)*" +k avec keR

F(x):%(Zx—l)“Jrk avec k e R

5) f(x)=-—"

(x-1)

2 ’
on doit remarquer que : ¢ (x)=— (X _1)2
x? —1)
et par suite : F(x)=—21 1+k avec keR
X —_

6) f(x)=5x3/3x*+1 On doit remarquer que :

la fonction u(x)=3x*+1 donne u’(x)=6x et par

suite : f (x) :gu’(x)3 u(x) on utilisant le tableau

ona:
(c’est de la forme : u'u (n=3))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme : F(x) :%%.ﬁu“(x) +k

F(x)=

3 (3x2 +1)4 +k avec keR

oo | o1
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7) Déterminons une fonction primitive de :
4x+1

- On doit remarquer que :
(2x2 +x)

f(x)=

la fonction u(x)=2x"+x donne u’(x)=4x+1

M:u’xu*‘x
i =00 )

on utilisant le tableau on a :

et par suite : f (x)=

(cCest de la forme : u'u" (n=-4))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

1
la forme : F(x)=——u"**(x)+k
a forme : F(x) Rk (x)+
1 -3 1 1
F(X)=-2(2¢+x) +k=->—"—1+k
) 3( ) 3(2x2+x)3

8) f(x)=7xcos(7x*+3)
On doit remarquer que :
la fonction u(x)=x*+3 donne u'(x)= 27X

et par suite : f (x) =%u’(x)cos(u(x))

(C'est de la forme : u'x(V'ou))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme : F(x)zzlsin(yzx2+3)+k avec keR
T

Exercice3 : Déterminer une fonction primitive des
fonctions suivantes :

1) f(0)=——

X +2X+4

2

Solutions : 1) f( ) m

il faut faire des transformations :
2

A remarquer que f(X)= m

Ce que nous laisse penser a la fonction arctan
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1 1
f(x)= 2__ ZZf [«/§X+J§J
3[[\/15“\/15] ] (\/%x+\/1§) +1

(C'est de la forme :

()+1)

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont
les fonctions

F(x)= 243

arctan( x+—j+k avec keR

NI

L
X2 +X+1

2) f(x)=

A remarquer que f(x)=

(C’est de la forme :

-
(u)2+1

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont

les fonctions : F(x):4\/§arctan( x+—j+k avec

NG

keR
Remargue : On peut utiliser cette méthode pour
toutes les fonctions de la formes :

f(x)=

strictement négatif.
Exercice4 : Déterminer une fonction primitive des
fonctions suivantes :

1) f(x)=

————ou le discriminant A est
ax~+bx+c

4%° +4x+1

http://www.xriadiat.com 2



http://www.xriadiat.com/

Solutions : 1) A remarqguer que

((§x+i))2 (Cest de la forme: —3—2)
X+

6
(2x+1) =(9) -

f(x)=

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont

: -3
les fonctions : F(x)=——+k avec keR
2x+1
Remarqgue : On peut utiliser cette méthode pour
toutes les fonctions de la formes :

f(x)

Exerciceb :Soit la fonction f définie par :
fx)=2x+1six<1

fx)=2x-1six>1

Montrer que la fonction f n’admet pas de primitive
Sur R

Solution : On remarque que f n’est pas continue
sur R ; (elle n’est pas continue en 1)

eneffet: f (1)=3 et lim f (x)=1= f (1)

x—1*

=————ou le discriminant A est nul
ax~+bx+c

F. (x) =X*+x+k, est une fonction primitive de
la fonction f sur] — «, 1].
F, (X) = X* — X +K, est une fonction primitive de

la fonction f sur |1, +<[.
Si f admet une primitive F sur R alors ils existent

k, et k, tels que :
F (X)=%x®+x+k;;si.x<1
F, (X)=x*—x+k,;si.x>1
et que F soit dérivable sur R et que :
(vxeR);F'(x)=f(x)
On a F est dérivable sur] — «, 1]
et (Vx €] = «, 1[)(F'(x) = f(x))
et F est dérivable sur ]1, +«[

et (Vx €]1, +=[)(F'(x) = f(x))
Le probléme il faut déterminer (s’ils existent)

k,et kK, dans R pour que F soit dérivable en 1 et
que :F'(1)=f(1) = 3.
Ona F(1)=2+k
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D’autre part pour que f soit dérivable en 1, il faut
gu’elle soit continue en 1, ce qui implique

limF(x)=limF(x)=F(1)

x—1" x—1"

On en déduit que 2+k, =k, d’autre part :

F(X)—F(l):"m X2 —x+k, —2—k,

lim
x—1" X—-1 x—1" X—1
2 . 2 .
_im X=X 2+Kk, kl:limx X—-2+2+k —k;
x—1* X—1 x—1* X-=1
Car: 2+k =k,
2
Rt Uil
lim (x)- ():|I X2 +X+k, —2—k
x—1" X— x—1 X—]_
2_X— x—=1)(x+2
i X X2 i 2 )zlimx+2=3=F’(1)
x—-1 X —1 x—-1" X —1 x—-1 g

Donc pour tous réels k et K, ; F/(1)=F,(1)

D’ou F n’existe pas et par suite f n"admet pas de
primitive sur R

Exercice6 : Déterminer les fonctions primitives
des fonctions :

X2 +5 sin x
DF(x)= X2 +1 2)1’-()():\3/2+cosx

3) f(x)=2xsinx+x’cosx  4) f(x)=(4x+5)’

X

5) f (x)=2v2x+1 6) f (x)=

x* +1
7) f(x)=xvyx*+1

9) f (x)=cos*x (utiliser : cos?x =(1+cos2x)/2))

8) f(x)=tan®x

10) f (x)=sin®x (Remarquer que : sin® x = sinx sin®x )

Solutions : 1) il faut faire des transformations :
a remarquer que :

2 2 2
f(X):x2+5:x 42r1+4_x +1+ 4 144 1
X“+1 X +1

1 X+l K+l X
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Ce que nous laisse penser a la fonction arctan

)

1
C’est de la forme :
( X2 +1

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont
les fonctions : F(x)=x+4arctanx+k avec keR
sin X ' 1
2) f(X)=——=——==—-(2+c0sXx) (2+cosx) 3
()= aroonx - (2 0s) (2reosx)
(c'est de la forme : u'u™)

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme :
—L—l 3 2
(2+cosx) s +k :—§(2+cosx)3 +k

F(x)=—§3(2+cosx)2 +k avec keR
2

3) f(x)=2xsinx+Xx’ cosx:(xz)’sin X+ X (sinx)
Donc: F(x)=x*xsinx+k avec keR
4) f (x)=(4x+5)’ :%(4x+5)'(4x+5)2

F(x):%xﬁ(4x+5)m+k

F(x)=é(4x+5)3+k avec keR

5) 1 (x) = 242X +1 = (2x+1) (2x+1)2

. 3
Donc : g (x) :%(Zx_i_l);l =2 (2x+1)2
E+1 3

F(x)= 2 (2x+1) = 2(V2x+1) 4K

6) f(x)= ;( _ (X2 -2|-1)
Ix? 41 240x% +1

F(x)=vx*+1+k avec keR
7) f(x):x\/x2+1:%(x2+1)'(x2 +1)%
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8) f(x)=tan’x :(1+tan2 x)—l

F(x)=tanx-x+k avec keR

4 2 \2 1+cos2x 2
9) f(x)=cos x=(cos x) = >

f(x)

1(1+ 2C05S 2X + cos? 2x) = %(H 200S 2X + 1+ COS4XJ

f(x):1(3+4c032x+cos4x):§+1c052x+1cos4x
8 8 2 8
3 1. 1 .
F(x)==x+=sin2x+-—sindx+k avec keR
8 4 32
10) f (x)=sin®x =sinxxsin” x =sin x><(1—cos2 x)
f(x):sinx—sinx><coszx=sinx+(cosx)'><coszx

F(x)=—cosx+%cos3x+k avec keR

Exercice7: Soit la fonction f définie sur [0;-+oo[

X+ 2X
ar: f(x)=
Par: T(X)= oy
1)Déterminer les réels a et b tels que :
f(x)=a+ b . VX € [0; 400
(x+1)

2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction

f sur [0;+oo[ tel que : F(l)zg

Solution :1)
' +b  ax
f(x)=a+ b 2=a(X+ )2+ _ax +2ax+2a+b
(x+1) (x+1) (x+1)
a=1 a=1
Donc: j2a=2 «<a=1 donc: f(x)=1- 1 -
a+b=0 |b=-1 (x+1)
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(*+1) bonc: F(x):x+i+k
(x+1)° x+1

2) f(x)=1-
kelR VXE[O;+oo[
Exercice8: Soit la fonction f définie sur [1;+oo[

par: f(x)=xvx-1

1)montrer que : f (x)=+/(x-1)" +vx-1 Vx&[L+oq
2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction

f sur [L+c0] tel que : F(2)=1
Solution :1) Vx e[1;+o0[

,[(x—l)s +\/ﬁ:,/(x—1)2 x\/ﬁ+\/E:|x—]4x\/ﬁ+\/ﬁ

Ona: xe[L+x] donc: x>1donc: x-1>0

donc :

N oo E PR N B o
2) f(x) :J(x—l)3 ++/x—1 Vxe [1; o]

[N

£ (0 =((x-1° )+ (x-2)2 = (x-1)z + (x-2)2

(%)= (x-1) (x-1)2 +(x-1) (x~1)2

‘l_\
‘H

bonc - F(X)= o (x-1)* + -1 (x-1)2" +k

+1 +1

N w
N |-~

3

F(x):é(x—1)§+§(x—1)2+k

F()=(FoT) + (1) 4k keR

Exercice9: Soit la fonction f définie sur R par :

5x* +40%* + 20x +80
f(X): 5 2
(x +4)

1)Déterminer les réels a et b et c tels que :

f(x)= 20 vxeR
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2)Déterminer la fonctions primitives F de la

fonction f sur R tel que : F(0)=c

Solution :1)

2
aX+b+C(X2+4) _ax+b+ox* +8cx’ +16¢

ax+b
+C= 2 2
(x2+4) (x2+4)

f(x)= 5
(x2+4)

~ cx* +8cx’ +ax+ (b +16¢) donc

f(x)

(x2+4)2
c=5 c=5
8c =40 c=5
= donc f(x)= 20x +5
a=20 a=20 x2+4)2
b+16c =80 b=0
P ’
4
2) f(x)= 22X 2+5<:>f(x)=1o(X ’ )2+5
(x2+4) (x2+4)
_ 10
Donc: F(x)=———+5x+k keR
X" +4

F(0)=5 - +k=5 k="

10

F(x)=—>

15
+5x+? vxeR

C’est en forgeant que 'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que 'on devient un mathématicien

L
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