Cours : CALCULS INTEGRALES

Avec Exercices de rappels et d’applications et de réflexions avec solutions

CALCULS INTEGRALES

PROF: ATMANI NAJIB
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1) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Activité :

Le plan est muni d’un repére orthonormal (o;f; ])
l'unité choisie étant le centimetre .

On considére la fonction f définie sur IR par :

f (x) = 3et on note C sa courbe représentative.

Soit R la partie du plan limitée par C , 'axe des
abscisses , et les droites d’équations :
x=-1letx=2.

a) Calculer I'aire Aen cm? de R.

b) Déterminer une primitive F de f sur IR et calculer
F(2)-F (-1).

c) ) Déterminer une autre primitive G de f sur IR et
calculer G (2) - G (-1).

2) Intégral et primitive.

2.1 Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b
deux éléments de I ; et F une fonction primitive de f
sur I. Le nombre F(b) — F(a) s’appelle l'intégrale de
la fonction f entre a et b on écrit :

j x)dx = [ F(x ] = F(b

on lit somme f (x)dx de a a b et on l'appelle
intégrale de a a b.

Le réel a s’appelle la borne inférieure de l'intégrale
et le réel b s’appelle la borne supérieure de
lintégrale.

Remarque :1)Dans I'écriture : : f (t)dt

la variable t s’appelle une variable muette, on peut
le changer par n'importe qu’elle variable tant qu’elle
ne figure pas dans 'une des deux bornes.

b b b b
L f (x)dx:J'a f (t)dt:L f(s)ds==[F(x)].
2) Si F et F, sont deux fonctions primitive de f sur I
alors :(vx € I)( F, (x) = F, (x)+ C) (C constante )

Etonaura: F,(b)-F,(a)=(F (b)+c)-F,(a)+c
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F,(b)-F,(a)=F,(b)—F (a)donc pour le calcul
d’'une intégrale, on prend C = 0.
2.2) Interprétation géométrique de I'intégrale.

si f est une fonction continue et positive sur [a, b] .

l'intégrale de a a b de la fonction f represente l'aire

du domaine délimité par :
- L’axe des abscisses
- Les droites d’équation: x=aetx=b

-Lacourbe de [ .

2.3 Propriété :Toute fonction continue sur [a, b] est

intégrable sur [a, b] c’'est-a-dire jb f (x)dx existe

et finie.
2.4 Exemples :
Calculer les intégrales suivantes :

) 1= 3edr 2) 3= (2x+3)d

3) K:f%dt 4) L= *cos(20)d6

Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — gxz

4
4
DonC:Izj 3xdx=[§x2} :§x42—§><22:18
2 27 1, 2 2
2)J _j (2x+3)dx =[x’ +3x] (1+3)-(0)=4
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921 e? 2
3) K:.L Edt:[lnt]e =Ilne*—-Ine=2-1=1
4) L= I cos(26)dg = { sm(20)] 1sin(”]—lsinoz1
. 2 \2) 2 2
Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :

1)1, = IOZ(Zx—l)dx 2) 1, :'[_ll(x“ —4x° +2)dx

3) I, =jlzxi2dx 41, =j;”2e2tdt
5) I5=Lmte‘t2dt 6) I, _j 1" x4

in3gX +e7%
dx 8) 1, = dx
In2 ex_e_x

In2 @
) I7:I° e’ +1

9) 1, =[=* Mg 10) o= 222

2 X +3x-4
1
11) |11=j0\/2X+1dX 12) 1, I%osxsm xdx

131, :LZ 3 _dx 14) 1, :E(Z—cos3x)dx

0

15) 1, =J'OZcos2 xdx  16) |, zj'l[ r 1 de

(x+1)2 2x+1

eIn® x 1 (x-1)?
17) 1, =], ——dx 18) Iy = [ (x—1)e™ ™ dx
2 1 % 2
19) |19 = L X(me)dx 20) |20 = J.O (tan X) dx
9
21) Iy = J‘fwdﬁfc

2
; . 2 x? 2
Solution :1) 1, :J'O(zx_l)dx{zz_x} :[Xz _X]O
0

l,=(2*-2)-(0*-0)=4-2=2

1
1, = .[_ll(x“ ~4x° +2)dx :Ex5 —jx“ +2x} :Ex5 -Ix +2x}
-1

1

-1
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5

3) 1, =J‘1
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el 1 1
I, = L ;In xdx = E(In e)’ —E(Inl)2

2

l, :(1—1+2j—[—;—1—2j:é—1+2+;+1+2:§+4:252

2
Sl )
X X} 2 1 2 2
2 (2l ot 1 ot " a2 L 20
a1, = = - {2 } lgm

| 1 '"22_1(90:14_330:2_3_%
2 27 2 2 2 2
Jin2
\in2 2 in2 ! 2 2
5) I —j e dt_j| —E(—tz) et =| - Lo
0 0 2 .
M 2 2
=[St ] et L - Lot L
2 |, 2
1 ., 1 11 1 11 1 1
lg=—Ce "+ ==X+ ==
2 2 2e"" 2 2 2 2 4
_ e|n X _ 91 2 _ ey 2
6) IG_J.l—dx_L;xln xdx_J.1 In"xx In® xdx
l, = B I TP PR TED P
2+1 3 3 3
In2 e |n2(ex+1)’ In2
" |7:-[0 e’ +1 ZIO e’ +1 o [In ]
I, =In e'”2+1—lne°+1=In3—In2=In3—|n2=|n(2j
8)| _lnze* e dx — |n3(ex—e_x) dx = [nlex _ e In3
f.nze e X—f.nzﬁ x=[In Do
Ig — In eIn3 —In3 In In2 —In2 In In —
8
1 =tn3=H-mf2=2 =i &]-in(2]=m| 2 [=m[ 8
3 2l 3 2 3 9
2
9) 1 —J.ellnxdx—J'e(lnx)'(lnx)ldx— i(I )l+1 e
iy S l1+1 )
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—Inxdx:l—O:1
2

el
J

X

I

2% +3 3(X2+3X—4)’

3
B L VX2 +3x—4 L 2x% +3x—4
I = 2|:\/X2 +3X—4:|3 = 2(\/14—\/6)
2

3
dx = 2[\/x2 +3x—4}

2

1
(2x+ 1)5+1

1 1 1 ! 1 1
=J‘O\/2x+1dx=5‘|.0(2x+1) (2x+1)2dx=2 T

E+1
s =3[ -4

12) 4, = jfcos xsin® xdx = jf(sin X) sin® xdx = Bsin x3+1}

0

)

T

2

0

'12213in4— sinfo—t*_o-1
2 3 2 5 2 , "
|13=J.1 (3X_4)SdX:3,[|_ (SX_4) dX:J; (3)(_4) (3)(_4) dX
1 sa] [ 1 21 41 4
I = _4_+ = 4 L 2 4 _1
’ {‘5+1(3X ) l {—4(3)( )l G
1 1 1 1 16 15
l,=—X—+—-—=—"-+—=—
-4 16 4 64 64 64

14) 1,, :JO3(2—cos3x)dx:[2x—%sin 3xT

0
I, =(2£—lsin7rJ—0:2—”
3 3 3

15) I, = J? cos” xdx

1+co0s2a

(ona: cos’a= - linearization) Donc:

I cos? xdx = J' M

Iﬁ.,:l.[z(lmost)dx:1 x+Zsin2x ' =2 Z 4 Lsin
2% 2|27 T2la 2

T+2
s =——

16) |, j{ 1 1}1)(
(+1) 2x+1
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(x+1)’

k +
0 (x+1)2 2 2x+1

= %L“(Hcost)dx
;)
2

1(2x+1)’]dx

1
=[—i+—ln2x+l}

L Lot = 2 i
X+1 , 22 2 2 2

e In® x
17) 1,; = 1

| _[L
Y1341

J'—xln xdx = J'In x x In® xdx

In®** x =1In“e—lln“1:E
4 4 4

1

2 1 2(1+|n X)I
hs 2-[1 X(1+1Inx) XZL (1+Inx)

dx = [In\1+ In xﬂf

= In|1+ In 2| — In|1+ In]J = In|1+ In 2| =In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J‘011+(tan x)” —1dx

T

— J'E((l+ (tan x)2 ) —l) dx = [tan x — x]4

l, _tanz—z_l—Z
4 4 4
121—Iewdx=r(8x8—4+z)dx
T 1 T
21) .
=[§x9—4x+21nx} —§e —4e+4—6
9 1 9 9

Formules importantes : cos(2a) =1—2sin’a

,. l+cos2a . ., 1l-cos2a
= sin“a=

cos(2a)=cos’a-sin“a ; cos’a= )

sin(2a) = 2sinaxcosa

3) Intégral et operation et régles de calculs
Propriétél : Soient f, g et f* des fonctions
continues sur un intervalle I, a, b et c trois

éléments de I et « un réel, on a:
D [, 1 (= F (x)]; =F (b)-F (2)

2) Ia adX:[aX]: a(b-a)

http://www.xriadiat.com 3
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3) [ f (x)dx=0

4) I: f(x)dx = —Ib f (x)dx

a

5) I: f (x)dx :E f (X)dX-i—j: f (x)dx

(Relation de Chasles)

6) I:(f +0)(x)dx :I; f (x)dx+j:g (x)dx (linéarité)
D[ (af)(x)x=af f(x)x

Preuve : démontrons par exemple la Relation de
Chasles

f étant une fonction continue sur I, elle admet une
primitive sur cet intervalle.

Notons F une primitive de f sur I.

Pour démontrer I'égalité annoncée, calculons
séparément chaque membre de I'égalité :

J.: f (x)dx = F(c) - F(a) par définition
J. f (x)dx=Feo) - Fo)

Lo

J.: f (x)derLb f (x)dx= F(c) - F(a)*+ F(b) - F(c)

= F(b)-F(a)
L’égalité annoncée est donc vraie.
Exemple1 : Calculer les intégrales suivantes :

1) 1 =IO3|X—1|dX 2) J =f2‘x(x+1)‘dx

f (x)dx =F(b) - F(a)

Solution :1)ona x<[0,3]

Xx—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x—1

r |—0 1 4o
r—1| — (:i +

la Relation de Chasles donne :

I :jos|x—1|dx:.[:|x—]4dx+f|x—1|dx

| = ﬁ(l—x)dx+f(x—1)dx

[ ] 2 303
2) J :J'_Oz‘x(x+1)‘dx

Prof/ATMANI NAJIB

X(x+1)=0<>x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0
donc : |x(x+1) =x(x+1)
b)si xe[-1,0] alors : x(x+1)<0

‘x(x+1)‘ =—x(x+1)
La Relation de Chasles donne :
J :Ii‘x(xjtl)‘dx:I:Zl‘x(x+l)‘dx+Jlol‘x(x+1)‘dx

J= J-:Zl(Xz-i- X)dX+I,01(_X2— X)dx
e e
)

Exemple2: on pose: | =jozcos2 xdx et J :'[Ozsin2 xax

1)Calculer 1 +J et 1 -J
2)en déduire | et J
Solution :

1) 1+ = Ecos2 xdx+J‘OZsin2 xdx = J'oz(cos2 X+sin’ x)dx

|+J=j041dx=[x]§=%—0=%

V4 T V.4
1-J= IO“ cos’ xdx—jo“sin2 xdx = Io“(cos2 X —sin? x)dx

| —J ZLACOSZXdXZ%[Sin 2x]a :%(sin%—o):

N |-

72. -

2) |'+J =7 par sommation on trouve:
1
2

1-J =

http://www.xriadiat.com 4
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21 =%+% donc: | =”T+2 et on replace dans

T+2

dans la 1ére équation et on trouve: +J=

Donc: J :£_7Z'+2:27Z'—7Z'—2:7Z'—2
4 8 8 8

Exercice 2:

dx

In16 @* In
onpose:I:J. ejL?’dxet\]:J' o1
0 e*+4 0 e“+4

1)Calculer 1 +J etl —3J
2)en déduire | et J
Solution :1)

6 e* +3 s ] s e* +3 1
l+J= ax + dx = + dx
IO e'+4 IO e +4 -[0 [ex+4 ex+4]

3= [ S gc= )™ = 1n16-0= 4in2
o le'+4 0

Int6 e* +3

e +4 0 e'+4 e +4 e +4

|_3) =‘[In16 e* dX:rnlﬁ(ex +4)I

0 Tia dx:[ln

e'+4

o e'+4

| -3J=In

glne +4‘—In‘e° +4‘=In\20\—ln\5\:ln20—ln5

20
=Ih—

| -3J =In4=2In2
5

2) {I +J=4ln2 par soustraction on trouve:

I-3J=2In2

4] =2In2 donc: J =|n72

Et on replace dans dans la 1ére équation et on
trouve :
In_2+| =4In2 donc: | =4In2—|n—2: 72

2 2 2
Exercice3 : Calculer les intégrales suivantes :

1)) ZJ?’MdX 2) 1-["

' (x2 —4x)2
3) I=I02‘x2—x—2‘dx

Solution : 1) x—2=0<x=2
étude du signe de: x—2

2—e|dx
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j||n16
0

Z
4

130" gt dx=j'”16[ex+3 3 jdx

a—2

La Relation de Chasles donne :

I:J'Sde:J2 |X_2| dx+j3 |x—2| dx

' (x2 —4x)2 0 (x2 —4x)2 2 (x2 —4x)2
_ (2 —(X—Z) q 3 X—2 dx
'[0 (x2 —4x) L (x2 —4x)

N E=riFrl
2 x* —4x ], 2| x*-4x],
1(1 1) 1[ 1 1) 2 2 11
=2 =+2|-2|-Z+>|=2-==2-=
2\-4 3) 2\ 3 4) 6 8 3 4

2) | :Lm 2 —e*|dx

2-e>20=e"<2<x<In2
In2

=],

I :.|'Omz(2—e")dx+f:;eX —2dx

=2 [2x-e ) [ -]

In2

2—e* 2 —e*|dx

In3
dx+_[
In2

I =((2In2-2)+1)+((3-2In3)-(2-2In2))=1n

v
. ~  C0SX
Exercice 4:on pose : K = j04 ——dx

COS X +Sin X

. .
= sin X
L=|4———dx
0 cosSX+sInXx

1)Calculer K+L et K-L
2)en déduire Ket L
Solution :

~  cosx Z sinx
1)K+L=j4—_dx+j4—_dx
0 COSX+Sin X 0 COSX+SinX

La linéarité de I'intégrale donne :

http://www.xriadiat.com 5
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,T .

z COS X sin x

K+L:j4 — + . dx
0 { COSX+SINX COSX+SinX

K+L= L“(—COSXHin dex = Iozldx :[x]O% =

COS X +Sin X
La linéarité de I'intégrale donne :

i .
— COS X SN X
|<—|_=j4 _ __|dx

0 L CcosSX+SINX COSX+SInX

i
4

L= [ S [ (cosxesinx) |

COS X +Sin X 0| cosSx+sinx

K—L:[In|cosx+sin XHO% :%Inz

K+L=
2)

K-L==In2

NI Ny

ontrouve: 2K = Z+Xm2 et 2=%_Lin2
42 4 2

Donc: K="+ m2etL="_1n2
8 4 8 4

3

1 X
| :IO 2 +1dx

Exercice 5: Calculer I intégrale suivante :

11
I:I0X2_4dx

Solution : On remarque que :
1 _1( 1 1 )
X -4 4\ x-2 x+2

donc:I:J'1 STV ot (S PN
0x%—4 04 x=2 X+2

et la linéarité de I'intégrale donne :

I=l lidx—l lidx
4J0x-2 470 x+2

I=l lidx—l lidx
4J0x-2 470 x+2

1 1
! =Z[In|x—2|]z—z[ln|x+2|]z

I :—lan—l(ln3—In2):—1In3
4 4 4
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par sommation et soustraction

T
Exercice 6:on pose : | = IOZ cos® xdx

1)montrer que : cos® x = %(cos 4x +4c0s2x +3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)ona: cosx = donc :

cos* x = [eix +2eix ]
L e e

1 . e . L "
:E(GMX +4e|3xe ix +662|xe 2ix +4e|xe 3ix te 4|x)

:%(eﬂx +e—4ix +4e2ix +4e2ix +6)
N %((EMX 4 e“”x ) + 4(e2ix + ezix)+ 6)
Or on sait que :

2cosx =e* +e ™t 2cosnx =e™ +e

Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos’ x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

a

2) I = Ecos4 xdx = %J.Oz(cos4x+ 4.c0s2X +3) dx

2

= 1 1sin 4X + 4lsin 2X + 3X
8| 4 2

(o]

1

== lsin27r+4lsin7z+3Z _3r
8\ 4 2 2

16

4) Intégrales et ordre
Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle | etacl et bel et a<b

1)Si f est positive sur [a ; b], alors [  (x)dx >0
2) Si (vxe[a;b]); f(x)<g(x) alors :
[7f(x)dx <[ g(x)dx

3) Ub £ (x)axs] [ £ ()] dx

http://www.xriadiat.com 6
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Preuve :1) Soit F une fonction primitive de la

fonction f surl.on a: _[ x)dx == F(b) - F(a)

Et comme f(x) = F'(x) est positive alors F est
croissante et par suite (a < b) F(b) — F(a) 20

2) On pose h(x) = f(x) — g(x) et on applique la
propriété précédente

3)Ona (vx € [a, b]) : —|f (x)| < f(x)<|f(x)
En passant a l'intégrale on en déduit :

—U:‘f(x)‘dxs.[:f X ) dx x)‘dx

SERIOEN

. b
Et par suite : U f

f(x)
J.:‘f (x)‘dx

Remarques : Les réciproques de chacun des
points de cette propriété sont fausses.

x)dx <

1)Par exemple : J'OZ(XZ—l)dx=§mais pourtant, la

fonction : X — x2—1n’est pas positive sur [0 ; 2] :
car 'image de 0 est —1.

. 2 2 . 6
2)De méme L 1dx s_[o x2dx puisque 2 < 3

mais la fonction x — x2 n’est pas toujours
Supérieure a 1 sur [0 ; 2].

Exemplel :d’application Soitf: x > e™

Définie sur R.
Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a) =] f(x)x
1)Démontrer que pour tout réel x>1:
0<f(x)<e™

2) En déduire que pour tout réel a>1:
0<F(a)<e™.

Solution :1) Une exponentielle étant toujours
positive :0< f (x) pour tout réel x et donc en
particulier pour tout x >1. De plus, si x >1, alors
x < x?, c'est-a-dire —x>-x’et donc e™ > f (x) par

croissance de la fonction exponentielle.
On en déduit donc que pour tout réel x>1

0< f(x)<e™

Prof/ATMANI NAJIB

2) A partir de 'inégalité obtenue, on utilise la
propriété précédente sur l'intervalle [1 ; a] et ainsi

LaOdX < La f(x)dx < Ilae‘xdx
0<F(a)< [—e‘x]: Donc
O<F(a)<s—e*+e'<e™

Donc : 0<F (a)<e™ce qui démontre I'inégalité

voulue.
2
Exemple2 : Montrer que : lg | :Il X dxs1
6 01+ x 3
Solution :onaxe[0,1] <0< x<1
<:>1§x+1s2<:>lgis1
X+1
X2 x2 )
Donc: — <X
2 1+x
1
Donc: I
0
3t 3t
Donc: L <I< L Donc: 1slsE
6 |, 3 |, 6~ 3
Exercice7 :soit la suite numérique (u, )définie
par: u, —dx vneN
01+ x"
1)Montrer que (u, )est croissante
1
2) Montrer que E <u, <1 VneN
. 1 1 11
Solution :1) u,_,, —u, :I —dx — [ ———dx
01+ x"" 01+ x"
_I 1+ X" —1—x" _J' X" (1-x) X
(14 x")(1+x™) +X")(1+x")

On saltque. 03xsl donc : Osl X

— >0 car 0<x

X"
Et on a:
1+ x”*l)

(1+x )
x"(1-x)

(L)L)

Donc :

http://www.xriadiat.com
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dx>0

1 x"(1-x)
POnC: |, ) )

Donc: u,,, —u, 20 VneN
Donc: (u, )est croissante

2) Montrons que : vneN

N |-

<u, <1
Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

c>1£x“+1£2<:>l£ <1

X" +1
1

dx <
x" +1

Donc:

dx < jldx
0

O'—,}—‘
N[

O'—.l—‘

1
x" +1

1
0

1 1
Donc: E[x]z g{[ dx < [x]

Donc : %Sun <1 VneN

Exercice8 :soit la suite numérique (u, )

nx

définie par : u, =J'l ¢ —dx VneN
°1+e

1)Montrer que :

vneN VXe[O;l]: € < € XSe—
l1+e 1+e 2

2) En déduire: limu,

et lim [u—gj
N—+o0 N—+o0 e
Il) LA VALEUR MOYENNE ET THEOREME DE
LA MEDIANE
Théoreme et définition :
si f est une fonction continues sur un intervalle |
et ael et bel et a<b alors il existe au moins
un réel ¢ dans [a ; b].

1 b
—b—aL f (x)dx

A : f (x)dx S’appelle La valeur moyenne de f

sur [a ; b]

Preuve :On a: f est continue sur [a, b]
donc 3(m, M) € R#telsque : m< f(x) <M
en passant a l'intégrale :

Tel que: f(c)
1

I:mdxsj: f (x)dxsf: Mdx

Prof/ATMANI NAJIB

d’'ou :m(b—a)sjb

a

f(x)dx<M (b—a)

) 1 b
Finalement :mgb— f(x)dxs M
_a a

Donc et d’aprés le T.V.I Il existe au moins un

1 b
EL f (x)dx

élément c de ]a, b tel que : f(c)

Interprétation géométrique :
: Dans le cas ou f est positive et continue sur [a ;
b], la valeur moyenne de f entre a et b représente
la hauteur du rectangle construit sur l'intervalle
[a; b]. et L’aire du rectangle ABCD est égale, en
u.a., a I'aire du domaine coloré car d’aprés la

b

définition : f (c)(b—a)=[ " f(x)dx

~flc)

I

Afa;0) ol 77 B(b;0)

Exemple : on considére la fonction numérique

X

_ e
(eX +1)2

définie sur R par: f(x)

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In 2]

Solution : La valeur moyenne de f sur [0;In2]

. 1 In2 e* 1 In2 (ex +1)'
Est: f(c)zlnz—ofo x ZOIlenz—ojo X
(e +1) (e +1)

1 1 1™ 1( 1 2
== o= | = |_Zi1]=—=%_
In2] e*+1], In2\ 3 3In2

Exercice 9:Considérons la fonction F définie sur

dx

2

X —t
"€ _dt )
<\t

&

[0, +[ par : F(0) = 0 et (Vx > 0)(F(x) = I

1- a) Montrer que (Vx > 0)(3c €]x, 4x])
e
Je

b) En déduire que : (vx > 0) :
g\/;e“‘x <F(x) <3x/xe™

tel que : F(x) = 3x

c) Calculer les limites lim F(x) et lim F(x)

X—>+00 x—0"

http://www.xriadiat.com 8
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Iimw

x—=0" X

d) Calculer : .que pouvez-vous en
déduire ?

2- a) Montrer que F est dérivable sur ]0, +[
et calculer F'(x)

b) Dresser le tableau de variation de F.

c) Construire la courbe CF
[IN'TECHNIQUES DE CALCULS D’UNE
INTEGRALE.

1) L’utilisation directe des fonctions
primitives :

1-1Rappelle
Tableau des fonctions primitives usuelles.
La fonction Sa fonction primitive
a (ad ER) ax +c
X" (n€N) EENpET
n+l
Vx g\/;\c_3 +c
x" (r € Q/{-1} x4
r+l
sin(ax + b) %lcos(ax+b)+c
cos(ax + b) %Sin(ax +b)+c
4 ax arctan(x) +c
1+x?

Opérations sur les fonctions primitives.
Les seules opérations sur les fonctions primitives
sont : la somme et le produit par un réel

La fonction Sa fonction primitive
u' '+ u+v+Ct
au’ au + C*®
u'u" (meN) Loty cte
ntl
= =4t
u 1
2 te
o Vu+¢
wVu (n €N % Nt + cte
11
u'u" (r € Q/{-1}) —yrtl 4 Cte
r+1
u' xvou vou + C*€
W arctan(u) + C
U241

La ligne en couleur gaune est une généralisation
des 4 lignes précédentes.

1-2 Exemples
Calculer les intégrales suivantes :

dt 2) B = j (Inx)

:IO 1+t

Prof/ATMANI NAJIB

3)C= I:ZX\/XZ+1dx

Solution : 1) A=

0]+t2

:[artant]z :artanl—artanO:%—Oz%

2) B= I Inx X = Le(lnx)'(lnx)adx

4 4 4

{(Inx)‘l ] (i)' (ny)' 1
4 1

3) C= I 2X/Xx2+1dx = j (x2+1)(x2+1)2 dx
B

(e+1)"2 2 o 2
= —F ={— (x2+1)3} ==(2-1)==
1+1 3 3 3
2 4
2)Intégration par partie :

2-1 Introduction :
Considérons l'intégrale | :Le f (x)dx

On ne peut pas trouver une fonction primitive
usuelle de la fonction :x = x In(x) donc on ne
peut pas calculer I en se basant directement sur
le tableau des fonctions usuelles.

Preuve : (d’'une propriété)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle I et u' et v' sont continue sur I et soient
a et b deux éléments de l'intervalle 1.

On sait que (Vx € 1) :

((u.v)(x) =u'(x). v(x) + v'(x). u(x)

Par suite :

(Vx € DW'(x). v(x) = (u. v)'(x) = V'(x). u(x)

En passant a I'intégrale :

[ (v (x)dx= [ (uv) (x)ax—["u(x)v'(x)dx

Or u. v est une fonction primitive de (u. v)' donc :

I:u’(x)v(x)dx = [u (x)v(x)]: —j:u (x)Vv'(x)dx
Cette égalité porte le nom d’une intégration par
partie
2-2Propriété : Soient u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I et u' et v' sont
continue sur I et soient a et b deux éléments de

'intervalle I on a:
I:u’(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]:1 —I:u(x)v x ) dx
http://www.xriadiat.com 9
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2-3 Exemples :
Calculer I intégrale suivante :

V3 . In2 X
1)1 :IO xsin xdx 2) J :fo xe dx

3) K :_[lelnxdx
Solution :1) | =j0”xsin xdx

On pose : u'(x)=sinx et v(x)=x

Donc u(x)=—cosx et v'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle [0;7] et u’ et v' sont continue sur [0; 7]

donc:

| =[-xcosx]; —_[Oﬂ—cos xdx =[-xcosx]; —[-sinx]; =z
2) J= J.Omzxexdx

On pose : u'(x)=¢* et v(x)=x

Donc  u(x)=e* etVv/(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle[0;In 2] et u’ et v’ sont continue sur
[0;In 2]

In2 In2

Donc: J =|:Xex:| -], 1e*dx = In 2e|n2 _[ex:lz)nz

0
J=2In2—(e"*-1)=2In2-(2-1)=2In2-1
3) K :_[le Inxdx ona K = Leln xdx =J'191x In xdx
On pose : u'(x)=1 et v(x)=Inx

Donc: u(x)=x etv'(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[1;e] et u’ et v’ sont continue sur [1;e]
. e e 1 e 1
Donc : K =[xInx]; —_[1 x><;dx:elne—J'l Xx;dx

K =e—jle1dx=e—[x]: —e—e+1=1

Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise A. L. P. E. T

Prof/ATMANI NAJIB

A: Arc tangente  L: logarithme P: polynbme
E: exponentielle T: fonctions trigonométrique
ExercicelO : En utilisant une intégration par
partie calculer :

3 ln:z:dgj

72

1)I = j;xezxda; 2) J = jle

3) K = J.; x\/t:rda:

T
4) L = J.OE 22 sin zdz

5 M = Ile(azlna:)dx 6) N = chos(lnx)dx
Solution : 1)

1
I= _[0 ze?®dz la démarche est la méme

_ 1 24 _ 1 2x 1 1lpa 2x
I = one dr = E[a;e :|0 _E-‘-Oe dx

1 :l[mez"ﬂl _1[6295]2 = %(62 +1)

2 0 4
S 1z 3 2
I= ) @dx:jl z 3 Inzds
S S
=|323Inz —J.le 323 Zdx ={3z3 Inz —3‘[ z 3dx
1 1
1 ¢ 1 ¢’
= 33:5 Inz| -9 31:5 =9
1 1

Exercicell : En utilisant une intégration par

partie calculer : J = J.:(x—l)e‘xdx
K :.[:In(1+\/;)dx

M :Jlex(l—ln x) dx N =IZ X

5 dx
0 cos” X

T

R= foln xdx Q = _[0E 22 cos zdx

Exercice 12: On pose : |, =_[01\/x+3dx

vneN" | :jolx“\/x+3dx

1- a) Calculer 1,

http://www.xriadiat.com
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b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

3 2

<l <
n+1 n+1

montrer que :

b) En déduire la limite de la suite (I,)

3) Intégration par changement de variable :

3-1) Propriété : Soient g une fonction dérivable
sur

[a, b] telle que g’ continue sur [a, b] et f une
fonction continue sur g ([a, b]) on a:

[[(foa)(t) g(t)dt_jg”f(x).dx

Cette propriété s’appelle propriété du
changement de variable.
Preuve :

Soit F une fonction primitive de la fonction f sur
9(a, b)) ona:

["(fo0)(t)g'madt=[(Frog)(t).g Mt

=, Feor(at=[(Fo0)(®)] =(F0)(b)-(F-)(a)
~[F( L

3-2) Exemples : En utilisant une intégration par

changement de variable.
Calculer les intégrales suivantes :

3 dt
DI, =[——— onpose x=Alt
) ok O°
2) Iz_Ilnz%dx onpose t=e"
3) Iszjezédt onpose x=Int
e’ ty3+Int
4) I4:.|.fln(1+tanx)dx on pose x:%—t

dt

(1Ot

Solution : 1)1, _I onpose x=A/t

t=1=x=1
Ona: x:\/t_ donc:{

t=3=x=43

Prof/ATMANI NAJIB

o1 dt
dt 24t 2\t

3 dt B2X B2
L= ———==| ——dt= dt
1 J.l (1+t)\/f Il (1+ XZ)X J.l 1+ XZ

l, =[2arctan x]j§ = 2arctan~/3 - 2arctan1= 2?”—5
nze* 4 + 3" )
2) L= ———

dx on pose
0 1+e*

t=e
x=0=t=1
Ona:t=e" donc:
=n2=t=2

a_ e’ = dt =e*dxon en déduit que : at_

dx
dx

2 @ 4+ 2 4+ 3e* 212 +12 + 3t dt
[

dx=| ———
0 1+e* 114t 0t
3
——dt= +
jl( 1+t°

%
2

(Continuer les calculs)

|- 2t* +t+3
2_-[1 1+t°

I, = Et2+3arctan x}

1

Y P —
ol 34 Int
Int)
Ona l,= dt on pose x=Int
J *J3+Int P
Int:>dx—dt

t=e?=>x=-2
Ona: x=Int donc:{ =

t=e=>x=1

B N S
Pt B nt 243+x

On sait que: x — 243+ X est une primitive de :

1 o ! —
X —> " donc: I3_[2\/3+deonc. ,=2
4) I4:.[01In(1+tanx)dx on pose x:%—t

http://www.xriadiat.com 11
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On trouve :

I, = jgln(1+tan (%—t]j—dt = J'Ozln[lﬂan (%—tj}dt

3
tanz—tant 1-tant

T 1+tant

On sait que : tan [Z—tj =
1+tan%tant

2
1+tant

Donc : 1+tan (%—tj =

0

Donc : I4:IZIn( jdt:jf(an—ln(lthant))dt

1+tant
Donc: I, = Ifln 2dt —_[OZ(In(1+ tant))dt

I, :JOZIn 2dt -1, Donc:

21, =In2[+1dt = 21, =%In2:> I4=%In2

V) INTEGRALE ET SURFACE.
Dans tout ce qui va suivre : Cf est la courbe
représentative de la fonction f sur [a, b] dans un

repére orthonormé (0;7; ])

1) DEFINITION(unité d’aire)
On note | et J les points tels

que:i=Ol=etj=0J

L’unité d’aire, que I'on note
u.a., est l'aire du rectangle
dont O, | et J forment trois sommets.
2) Activités :

Activité 1: (o;i; j)

repére orthonormé avec

[ =1cm

oit f définie sur[1;3] par: f(x)=2x+1

1)verifier que f est continue et positif sur [1;3]
2)tracer Cf la courbe représentative de la fonction
f sur[1;3]

3) calculer S la surface du domaine limité par :

Cf, I'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=3

f f (x)dx

4)calculer I'intégrale : | =

Que peut-on dire ?
Solution :1)f est une fonction polynéme donc

continue sur [1;3]

Prof/ATMANI NAJIB

xe[;3] ©1<x<3<3<2x+1<7

Donc :f est continue et positif sur [1;3]

2)

b\:\mubmm\lm
P —Y

3) Le domaine colorié est un trapéze dont l'aire est

A(A ):2x3+ﬂ=2x3c2m+ﬂc2m=10c2m
f 2 2

4) 1 =j13 f(x)dx = f(Zx+1)dx = [xz + x]:

| =(3°+3)—(1* +1)=12-2=10
5)on remarque que : A(A, )= LS f (x)dxua

Avec : u.a= MH]H =1x1=1

Propositionl :

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b] et Cf la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (o;i; j

L’intégrale de a a b de f est I'aire, exprimée en
unités d’aire, du domaine situé entre la courbe

Cf, 'axe des abscisses et les droites d’équation
x=aetx=h.

A(Af)=j: f (x)dxua

‘ IC[I

N

o

Remarque : si f une fonction continue et négatif
sur un intervalle [a ; b]

A(Af ): —J: f(x)dx ua
8 b_

http://www.xriadiat.com
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Proposition2 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
I'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine situé
entre la courbe Cf, 'axe des abscisses et les
droites d’équation : x =aetx = b.

a)=[]F (%)

‘dx ua

Preuve :Il suffit de déterminer les racines de
'équation f(x) = 0 dans l'intervalle[a, b] et
d’appliquer les propriétés précédentes et la
relation de Chasles.

Exemplel : (o;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=2

Solution :1)

”TH = 2cm et Soit f définit par :

Cr

= N W & 0 0 N O ©
R SN SN TR T S T N

11 Integrale = 233

2) f est continue et positif sur [1;3] on a donc :
2
A= T

2
A:Fxs} :lng —le :ZxZme2cm:§czm
3 3 3 3

1

x)‘dx = Jﬂxz‘dx = LZ x2dx

Exemple2 : (o,f,]) repére orthogonale avec
[H 2cm et j —3cm
it f définit par : f (x)=x*—-2x

Prof/ATMANI NAJIB

1tracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :
x=1let x=3
Solution :1)

Cr |

5

4 -

2 R

ntégrale = 0.67

2) fest une fonction polynédme donc continue sur
[1; 3] donc: A= f‘ f (x)‘dx = mxz - 2x‘dx

Etudions le signe de : x*—2xdans [1;3]
x?-2x=0 < x(x—2)=0 < x=00u x=2

'T?—‘) T

&Ll

A= mxz - 2x‘dx = mxz - 2x‘dx + Jj‘xz - 2x‘dx
A= J'lz—(x2 —2x)dx+_|‘:(x2 —2x)dx

2 3 2
Ly } +{1x3—x2} :{—1x3+x2}
1 3 2 3 1

A:—[x —-X
3
1 1

N P SN L LI~
3 3 3

3
+{1x3—x2}
3 2

1

SR Ix 20422

_ 2 g gatqy 2l g 16,127 ,
3 3 3 3 3

A=2x2cmx3cm=12¢c’m

Exercicel3 :( 0;i; ]) repére orthonormé avec‘ﬁH:Zcm

Soit f définit par: f(x)=1-€"
Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
'axe des abscisses et les droites :

=In2et x=1In4

Solution :il suffit de calculer : 1 =Lm24 f x)‘dx

f (x)‘dx = J‘I:]:

In2<x<In4 donc: e <e*<e

In4

In2

On sait que : n4

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0
http://www.xriadiat.com 13
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'—I.L = Joa (1€ Y = [ (e" ~1yix
I:[ex—x]z_('”“ In4)-(e"* ~In2)

I :(4—2In2)—(2—|n2):4—2In2—2+|n2:2—In2

1—e”

Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2—-In2)c’m

Propriété :Soit f et g deux fonctions continues
sur [a, b] et soit S la surface du domaine limité

par (C,) ; (C,) etles droites x =a;x=bona:

S=j:\f(x)—

Preuve:

X)dx Ua

Il suffit d’étudier les cas :
Parexemplesi f=20etg=0et f =g sur[a, b]

Onaura: S= I X)dx — A= I (X )dx — j g (x)dx
S:L‘f(x)—g(x)‘dx

Et de la méme facon on étudie les autres cas.
Remarques :
a) Si on a par exemple :

G"g i Ay
[ l
1

1
1
1
| =i

[
Tl-mem —lmm-

x)‘dx

S= I )— f(x))dx

b) Si on a par exemple :

dx+I

Prof/ATMANI NAJIB

w
f
%)
=
-

A(A) = Ij'f(:v)dx +J‘j: —f(z)dz + J‘b' f(z)dz

Exemple : (O;T;]) orthonormé avec”i” =2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

2e*
e*+1

f(x)=

+e et g(x)=e

calculer en cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) 5 (C,) etles droites x=0et x=1In2

Solution :il suffit de calculer :
I :L | (x)— g (x)ldx

n2| 2e*
= xe+1

2e*

dX:J‘OInZ e’ +1

dx = IHZZLdx

—X_e—X —
0 " 41

+€

e

2e*

X

Car: >0

e’ +1

!

|n2(e*+1) )
e* +1 0 e'+1 x:[ZIn

Donc: | =

:|In2
0

Donc :

| =2In 3

e'"2+ﬂ—2|n‘e°+q:2ln3—2ln2:2In§

Donc: A= 2Ingx20mx20m :8Ingczm
Exerciceld : (o;T;]) repére orthonormé avec
Mzo.ch et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :

(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e

http://www.xriadiat.com 14
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I'équation de la tangente a la courbe
f(3)+f'(3)(x-3)

et f'(3)=-2 et f(3)=

Solution :

(Cf)au point A(3; f(3))est: y=
f'(x)=2x-8 -3

(D):y=-2x+3

S
78

3 a
rale =

1
L2z

-5 —4 -3 -2 —1 .0
-2z
-3
—a
-5
-6
-7
-8
-9

-10

—-11

-12

il suffit de calculer :

I :.[06‘ f (x)—y‘dx:joa(x2—6x+9)dx:J.:(x+3)'(x+3
I =[M]6 =18 donc::
3 0

A=18x(0.5cm)?2 = 4.5cm?

Exercicel5 : (o;T;]) repére orthonormé avec

In x
X=1+—

X
Calculer A la surface du domaine limité par :

Cretlesdroites: y=x-1et x=1et x=¢

lecm et Soit f définit par: f(x)=

Exercicel6 : ( 0;i; ]) repére orthonormé

Soit f et g deux fonctions tels que: f (x)=e\& et

a(x)= e

limité par : (C, ) ; (C,) et les droites x=0et x=1

Calculer A la surface du domaine

Solution :

Prof/ATMANI NAJIB

Intégrale = -0.563436

S =jol\f (x)-
S= J'Ol‘eﬁ —\/Ye&

x)dx Ua

e 1—\/;‘dx

On saitque : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

Ogl—\/; donc: S == Ee*’; (1—\/;)dx

On utilisant deux intégration I'une par
gg)?ngement de variable et l'autre par partie on
trouve :

S_

o (1| (s(Vx |

-1 2x) }
J-2x)et,
S=6-2e Ua

Exercicel7 : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.

2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
I'axe (Ox) ; la courbe Cy et les droites:
x=0etx=1.

3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.

xe* +x+1
e’ +1

http://www.xriadiat.com 15
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VI) INTEGRALE ET CALCUL DES VOLUMES
1) Volume d’un solide :
Activiteé :
L’espace est muni d’un repére orthonormé

R(o;T;];R).On considére un solide (s) compris

P

entrelesplanz=aetz=>b (a<b)
Soit t un élément de [a, b] et h > 0 tel que :
t+hE€Ela, b]

Soit S(t) la surface de I'intersection du solide (9)

etdu plan z = t.

v(t) le volume du solide compris entre les plans :

z=tetz=t+h.

V(t) le volume du solide compris entre les plans :

z=aetz=t.

Remarquez que V(t + h) — V(t) = v(t)
D’autre part : (pour h > 0) :

hx S(t)sv(t)<hxS(t + h)

Donc :S(t) <v(t)/h= S(t + h)

Et donc :S(t) S(V(t+h)-V(t))/h< S(t + h)
Et comme la fonction t — S(t) et continue sur
lim S(t+ h) =5(t)

h—0"

On aura donc :

lim (V(t+h)-V(t))/h = S(t)
h—0"
De la méme fagon on montre que :

lim (V(e+h)-V(0)/h = S(t)
h—0"

donc : Tim (V(e+h)=V(©)/h = (1)

[a, b] alors :

et donc t — V(t) est dérivable sur [a, b]

Prof/ATMANI NAJIB

et (Vt € [a, b] )(V'(t) = S(t)) et par suite :

fa V'(t)dx = Ia S(t)dt Ce qui signifie que :
a a

[tz = ["Vi(exz =[V(1)] = V(b) - V(a)

Et comme V(a) =0etV(b) = V(S) le volume du

: _ b
solide alors est : V(S) = '[a S(t)dt

Propriété : Soit () un solide compris entre les
plans Z = a et z = b e volume par unité de volume
: b .
du solide (s) est :V(S) :J S(t)dt Ou S(t) est la
a

surface de I'intersection du solide § et du
planz =t
Applications :

1)Volume d’une spheére :

Soit S la sphére de centre Q et de rayon R
Aprés découpage de la sphére
(Suivant le plan x = 0)
on obtient la figure suivante :

Fy

2R

¥

>

Le plan z = t coupe la sphere suivant un cercle
de rayon r et d’apres le théoreme de Pythagore
dans le triangle QMN on a :MN? = R?- QN2
donc r? = R?>- (t — R)?= 2tR - t2
http://www.xriadiat.com 16
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D’ou s(t) = mr? = 2mtR — mt?
et le volume de la sphere S est :

2R 2R
Vi) = jo S(t)dt = Io (27tR - 712t
2R
Vo =| 7t?R — Eﬂts = ﬂﬁRS
() 3 0 3

Remarque :

On pouvait prendre Q = 0 le centre du repére et le
volume de la sphére sera :

Vi

(S) ~ J‘—RR S(tyt = J.—RR (R2 - tQ)dt

et on trouvera le méme résultat.
2) Volume d’un céne :

Soit (C) le cone de rayon R et de hauteur h

z = t coupe le cone (C) suivant un cercle I'(t) de
rayon r

1- En utilisant le théoreme de Thalés, déterminer
r en fonction de h, R et t

2- Déterminer la surface S(t) de I'(t)

3- Calculer le volume du cbne (C)

2) Volume d’un solide engendré par la rotation
d’une courbe .

SO|t f une fonction continue sur [a, b]

La rotation de la courbe (c,) autours de(Ox)

engendre un solide (3)

un plan x = fixe coupe le solide (S)suivant un cercle
de rayon f(x) donc : s(x) = (f(x))?

Et le volume du solide (s)est : vV = jbn

f (x))2 dx

Prof/ATMANI NAJIB

Propriété :Soit f une fonction continue sur [a, b].
La rotation de la courbe (cf) au tour de I'axe des

abscisses engendre un solide de volume
V=[x
Remarque : sile repere est : ( 0;i; ] R)

v =[] ]J

Exemple 1: ( 0;i; J; E) orthonormé avec”TH =2cm

f(x) Jx

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

dx uv (par unité de volume)

Soit la fonction f définie sur R* par :

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des
abscissesentrea=0 etb=4

Solution :La rotation de la courbe Cr

au tour de 'axe des abscisses entrea=0et b =4
engendre un solide :

IZI: dx J. ( )dx 7Z'J.XdX

Yl
|:7Z'|:?:| =87 etona: 3

o=t T

Donc le volume est : V =87 x8cm® = 64cm?

Exemple 2: (o;T;];E) orthonormé avecli] = =
Soit la fonction f définie sur R par :
f (x):ﬂfx(eX ~1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : I (e —1)d

I:J'O dx I (F)dx 77.[ e— dx

On utilise une intégration par partie :
On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x
Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1
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Donc : _[le(ex ~1)dx = [x(eX - x)}z —joll(ex — ) dx

1
Iolx(eX —1)dx = e—l—{ex —X?}

0

_folx(eX —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc : | =%7r par suite :
Vel om=4Zon
2 27 27

Exercice18: (O;T;];R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm
Soit la fonction f définie sur R par: f(x)=+/Inx
et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice19: (O;T;];R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm
Soit la fonction f définit par :

f (x)=x+1-Inx et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

VIl) SOMMES DE RIEMANN
Théoremel:
Soit f une fonction continue sur [a, b]. a<b

vneN-{0:1} On considére les nombres :

x,=aet x,=b et xk=a+kb_—a ;
n

0<k<n
VKe[O;n—l] soit M, et m, la valeur maximal et

minimal de f sur [X,; X, ]

A n-l _ bl
On pose : 4, :b—aZMk et u, :b—aka
n n

k=0 k=0

Onadonc : 4, SJ.: f(x)dx<4, vneN-{0:1}

Prof/ATMANI NAJIB

Théoreme2 et définition :
Soit f une fonction continue sur [a, b] ; a<b

On pose : s, =b—az i (a+kb—aj et
n & n

Les sommes s, et S, s’appelle les somme de

Riemann.

Les suites (s,) et (S,) sont convergentes et :

lim s, = lim S, = [ f (x)x

nN—+o0 n—+o0

Pour n fixé I'lorsque n augmente
Preuve :
;: 1‘1+ '«\'3 Xy ,:V
Xa

On suppose que f est positive.

b-a
Onpose: x,=aet x, =b et x,,—x =——
n
Ona: xl—xD:b%
_ b-a
X2 =X =5
__b-a
X = Xp—1=
. b-a
En faisant la somme : x, —X, =k ——
n
b-a
Or: x,=a donc: x, =a+k——
n
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s, est la somme des rectangles contenus dans

le domaine (D) la largeur de chaque rectangle est

b2 ¢t sa longueur est : f(x, )= f(a+kb—aj
n n

ouke{01,...,n-1}

L’air de chaque rectangle est :

a, :b;naf( kaj donc :
n-1
n i

De méme : S estla somme des rectangles qui

contient le domaine (D) la largeur de chaque

b-a )
rectangle est —— et sa longueur est :
n

f(x)= f(a+kb—aj

n

ou k €{1,2, ..., n}. L'air de chaque rectangle
est:
b- b-
=——fla+tk—— | donc:
= ( 3

an
f

=

Ona:s,-s, bna(f(xn)—f(xo))

(Tous les termes vont se simplifier sauf le
premier et le dernier)

Or: x,=b et x,=a donc:

S, -5, =22 (1 (b)-f (a))

n
limS, —s, =0 donc:

nN—+o

limS, =lims,

nN—+o nN—+c0

Finalement et puisque : I'aire du domaine (D) est

I: f (x)dx (f positive) donc :

Lb f (x)dx

lims, =1limS, =

N—+o0 n—+o0
Exemplel:
En utilisant les somme de Riemann calculer :

lim Z

n—>+o0

Solution : Pour cet exemple il faut faire
apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de
la fonction f:

Si on factorise par n a l'intérieur de la somme on
aura :

0 n
2=

2
—'n“ +Kk

n

=2

k=1

-23

N4

1

H(—fj

et d’apres cette expression on conclut que :

a=0et a=1 et f(x):1 1x2
+

l n

=lim=>» ———

Onaura: lim Z

nN—+o0 K—1 n n—>+oo n K=

1
1+ x2

f,

=[ar tan x]i) —artanl—artan0=2=

Exemple2 :
En utilisant les somme de Riemann calculer :

1) lim Z—

n—+oo

2n-1

n—>+00 =

3 lim> 1

n>+e i \n? +kn

Solution : 1)
:E:--jE—E——'_ (14- j
k—1n(1+ j

n

De I'expression on peut remarquer que :
a=letb=2 et f(x)

1&- 1
nkzl:1+
n

Zf

N\

1 et puisque f est
X

continue sur [1;2] alors :

= Zidx=
1 X

lim Z

nN—+o0

=In2-Inl=1In2

[(n(x)7]’

2) On pose (changement d’indice)

n+k

Prof/ATMANI NAJIB
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) =1
i = k — n on obtient :
J J-Z(;j+2n

m+tk=n+j+n=2n+j)
Donc :

n-1
= lim 12 _1
n—+w N i—0 [JJ_F 2
n

De I'expression on peut remarquer que :
a=0et b=1et f(x):L

2+ X

2n-1 1 1 1

lim ; lim

3 1+—
fim 2 e A (1)

De I'expression on peut remarquer que :

a=let b=2 et g(x)zi

N

n

Donc: lim

'H*“"kzi'\/n +kn _I \/_

Exercices20 :
1)Calculer les limites des sommes suivantes :

dx = 2(J§—1)

n-1 k n-1 k
SS=) —F——— et S, =) ———
1 kzzc:)n [an2 _ k2 2 §n2+k2
2) a) Calculer en utilisant une intégration par
partie : Ioln(1+x ) dx

b) En déduire la limite de la suite :
14" 1

u, = LIy
Nz

(Introduire In dans I'expression de u,)
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VIl) DERIVATION DE _f f (t)dt

1) La fonction primitive d’une fonction
continue sur I et qui s’annule en a
Considérons une fonction f continue sur I

et a € I. Soit F la fonction primitive de f sur I et
qui s'annuleenaon a:

(vt € I)(F'(t) = f(t)) et par suite :

[ f(tydt=["F(t)d=[F(t)] =

t)dt=F(x)

F(x)-F(a)

Donc : I

Propriété : Soit f une fonction continue sur I
et a € I ; la fonction F définie par :

F(x) :LX f (t)dt est la fonction primitive de la

fonction f qui s’annule en a.

La fonction F est dérivable sur I

Et (vx € 1) (F'(x) = f(x))

Exemple :

Déterminer la fonction primitive de la fonction Inx
qui s’annule en e.

Solution :La fonction primitive de la fonction Inx
qui s’annule en e est F J. Intdt On va
procéder par une |.P.P

ona [&X]
On pose : u'(t)=1 et v(t)=Int

u(t)=t et v'(t)=%

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

Donc :

intervalle[e; x| et u’ et v' sont continue sur [e; x]

Donc :

jlntdt_tlnt Itx—dt_xlnx e— jldt

F(x)=xIn x—e—[t]: =xInx—e—x+e=xInx—x
La fonction primitive de la fonction Inx qui

s’annule en e est : F(x)= xInx—x

& (t)dt

v(
2) Dérivée de la fonction Iu(x)

Propriété : Soit f une fonction continue sur un

intervalle J, u et v deux fonctions définie,
http://www.xriadiat.com 20
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dérivable sur I telles que : u(l) c J et v(I) c J. La

v(x

fonction F(x) = _[u(x)) f (t)dt est dérivable sur
Iet:(Vx €l)(F'(x) = v'(x) x f(v(x)) —u'(x) xf(u(x))
Preuve : F(x) = _[uv((:)) f (t)dt; Montrons que

F est dérivable sur I et déterminons sa fonction
dérivée.

Soit ¢ une fonction primitive de f surjona: ¢
est dérivable sur J et (Vx € ]) (¢'(x) = f(x)).
D’autre part :

— v _ v(x)

F(x) = ju(x) f(t)dt= [(p(t)]u(x)
= @(v(x)) = p(u(x)) = (pov)(x) = (pou)(x)

La fonction (@ov) et (pou) sont dérivables sur I
car ¢ est dérivable sur J et u et v sont dérivable
surletu(l)cJetv(l) c]et:

F'(x) = (pov)'(x) = (pou)'(x)
= v'(x) x @'(v(x)) — u'(x) x @'(u(x))
=v'(x) x f(v(x)) — w'(x) x f(u(x))

Exemplel : étudier la dérivabilité de la fonction

F définit par : F(x) = J'inxe"zdt sur R™ et

X

calculer F'(x) vxeR™
Solution :

, . . 1
est dérivable sur R™ car x - = et x » [nx sont
X

dérivables sur R* et la fonction f: t > e est

Continue sur R soit ¢ une fonction primitive de f.
Inx

F(x) = J-llnxeitzdt = [(D(t):'l

X X

vxeR™  F'(x) = (pov)'(x) = (@ou)'(x)

= v'(x) x @'(v(x)) - u'(x) x ¢'(u(x))
= v'(x) x f(v(x)) - u'(x) x fu(x))
=(Inx) e (™" - [%j e_[;}

— e x*
X2

l e—(ln x)?
X

F'(x) = +
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Exemple : soit la fonction F définit par :
F(x) = IOX2+2X J1+tdt vxe [—1; oo
1)Etudier la dérivabilité de la fonction F
et calculer F'(x) Vxe[-1+o

2) calculer F(x) sans intégrale
Solution :

la fonction x — JlJr_xest continue sur [—1; +oo[
et la fonction: v:x — x2+2x est est dérivable sur
Ret V(R)=[-1+o[
donc F est définie et dérivable sur R etona:

F(x) = V'(x) f (v(X)) = 2(x+1)[x+1]
2)F(r) = [ Artdt=

X2+2X

Js
{%(m)?

(1+t) (L+t)2 dt

:|x2+2x
0

%(x+1)2|x+1|

X2+2X

:E(m)m}

0

F(x)

Exemple2 : étudier les variations de la fonction

F définie sur R par : F(x) = _[OX e (t2—4)dt

Solution : la fonction: t —e" (t2—4)est

Continue sur R donc Fest dérivable sur R

Fx)= € (X2 — 4) le signe de F’(x)est le signe
de x2—4 donc:

a)Sur [2;+o0] et ]-0;—-2] F est croissante

b)Sur [-2;2] F est décroissante

Exemple3 : soit h la fonction définie sur :
1

:l—%;-l—oo[ par: h(X) =(1+2x)x si x=0

et h(0) =¢?

1)Montrer que h est Continue sur }_1;%{ eten
2

déduire que :
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) En déduire [
H:ix— J'O h(t)dt est dérivable sur}_l;m[ ¢) En deduire >|<'_g+‘ Fx)
2

5) Montrer que F est dérivable sur ]1, +[ et
calculer F'(x) pour x > 1

.1 oex
2)calculer : legg;.fo h(t)dt 6) Dresser le tableau de variation de la
Fonction F
. 1 Lin@r2x) 7) Construire la courbe CF.
Solution :1) h(x) =(1+2x)x =e*
R R lIn(1+2x) , , .
Img h(x) = Img ex C’est en forgeant que I'on devient forgeron

Dit un proverbe.
In(1+2x)
2X

On a Iimlln(1+2x) = lim2 -2 C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

x—0 X

] exercices
Donc : limh(x) =e?* = h(0) donc h est Continue . .
x>0 Que 'on devient un mathématicien

Et puisque h est la composée de fonction sur
}_1;%{ continues alors hest Continue sur
2

[

Donc: H:x— _[Oxh(t)dt est dérivable sur}_l;m{
2
2)on a: H'(x)=h(x)—h(0)

H 1 ex _ ’ A2
lim= ["h(t)dt = H'(0) =e

x—=>0 X

Exercice2l :Soit la fonction f définie sur |1, +o[
1

par (vt €10, +=[ ) (£(t) = "
1) Etudier les variations de f sur ]1, +[.
2) Considérons la fonction définie sur ]1, +« [

par : F(x) = J'XXH f (t)dt

a) Montrer que (Vx €]1, += [) :
(f(x +1) = F(x) < f(x))
b) En déduire lim F(x)

X—>—+o00

3) a) Montrer que (vt €]0, +=[)(e' >t+1)
b) En déduire que : (vx >1): In

F(x)-12 f:”ﬁ dt

4)a) Montrer que : (Vt €]0, +[)(Int <t - 1)

b) En déduire que (Vx > 1)(F(x) - 12 In(ilj
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