Exercices d’applications et de réflexions sur les Lois de composition interne
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Exercices AVEC SOLUTIONS
Structures algebriques(partiet)

) X+y .
Exercice1 : montrer on utulisant les tableaux de Montrons que : xTy = =y el-1q ?
I'addition et de la multiplication dans

%22{0;1;2;3;4} que I'addition et la multiplication | ~4culons - 1_( X+Yy Jz
' 1+ xy

sont des lois de compositions internes

Solut_ion_: - L [x+Y 2_(l+xy)2—(x+y)2_x2y2+2xy+l—x2—y2—2xy
Tlojt 21314 L) () (L)
0|01 |2|3]|4

1]1]2[3]4]0 ) e
2123]40]1 L+xy (1+xy) (1+xy)
3/3|4]01]2 2 2222 (1=%2)(1=V?

A S M M X+ 1-x2 -y +x X )\1-y

s[5 lalolile (x09)] sy (s

L) (L) (1+39)

Tableau de : (%Z;+)
e or xe]-L et ye]-L1 donc: |x|<let|y|<1
X101[11]2]3]4
- - = - = = 2
0/0/0]0/0]0 donc : x> <lety? <1 onadonc: 1-| 2| »0
11012 |3]|4 1+xy
2102|413 i :
3103142 donc : [ﬂj <1 donc : [ﬂ] <41
4/0/a|3]2]1 L+xy L+xy
A7/ -
Tableau de : (AZ’X) donc: fﬂ <1 donc: —1<1XLy<1
X
on utulisant les tableaux de I'addition et de la e i
multiplication dans %Z on remarque bien que ce donc - XY el cqfd
Texy * 7

sont des lois de compositions internes

. e , Exercice3 : on considére la matrice suivante :
Exercice2 : on définit sur 'ensemble ]—1;]{ la

1 20
— 2 3 7 .
relation T tel que : XTy = X+Yy ;v(x; y)e]—];]{2 A=|0 1 O /|calculer A° et A’ et en déduire
1+ xy 0 01
Monter que T est une loi de composition interne A VneN'

Dans |-L1

Solution : soit Xe]—l;l[ et ye]—l;l[
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solution :

1 2 0)1 2 O 1 40
A’=AxA=/0 1 0[]0 1 0|=(0 1 O
0 0 1)l0 0 1 0 01

1 2x1 O 1 20
ayA'=|0 1 0|=/0 1 0|=A vraiesin=1
0O 0 1 0 01
1 2n 0
b)supposonsque : A"=|0 1
0 O
1 2n+2 0
c)montronsque : A" =0 1 0|?
0 0 1
1 2n 0)1 2 O 1 2n+2
A" =A"xA={0 1 0|0 1 0|=|0 1
0 0 1)10 0 1 0 0
1 2n O
Donc: A"=|{0 1 O VneN
0 0 1

Exercice4 :on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=xy—-3x—3y+12
V(xy)eR? et soit: S=]3+0]

Monter que S est une partie stable pour (IR;*)
Solution : soit XeS et Y€ S

Montrons que : x*yeS ?
x*y—3=xy—3x—3y+9=x(y—3)-3(y—3)

x*y—3=(y—3)(x—3)
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or XxeS=[3+0[ < x>3et ye[3+o[ <= y>3
donc: xxy-3>0 donc: x*y e [3;+o[ =S cqfd

donc : S est une partie stable pour (IR;*)
Exercice5 :1) on muniR d’'une loi de composition
interne * définit par : axb=a+b-3ab ;V(a;b) e R?
Monter que * est commutative et associative

2) on muniR* d’une loi de composition interne T
définit par : (a;b)T(x;y)=(axay+b) ;V(ab)eR?
et V(xy)eR’

Monter que T est ni commutative et ni associative
dans R?

Solution:1) Soit : V(a;b;c) e R’

a)Ona: a*b=a+b-3ab=b+a-3ba=b+*a

Donc : * est commutative

b)
(axb)*c=(a+b—-3ab)*c=a+b-3ab+c—3(a+b-3ab)c
(a*b)*c=a+b+c—3(ab+ac+bc)+9abc

etona:
a*(b*c)=ax(b+c-3bc)=a+(b+c—30bc)-3a(b+c—30c)
a*(b*c)=a+b+c—3(ab+ac+hc)+9abc

Donc : (axh)*c=ax(bxc)

Donc : * est associative

2)a)on a: (1,3)T(2;,0)=(1x2;1x0+3) =(2;3)
(2,0)T(13)=(2x1;,2x3+0)=(2;6)

Donc : (13)T(2;,0)#(20)T(%;3) donc : T n'est pas

commutative
b)

((43)T(20))T(5:7)=(26)T(57)=(2x5,2x7+6)=(10;20)
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(L3)T((2,0)T(57))=(L3) T(2x5;2x7+0)=(1,3) T(10;14)
(L3)T((2,0)T(57))=(1x10;1x14+3) = (10;17)

Donc : ((£3)T(2:0))T(5:7) #(£3)T((2:0)T(5:7))
donc : T n’est pas associative
Exercice6 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : a=b=ab—(a+b)+2 ;

V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * admet un élement neutre et
determiner les élements symétrisables

Solution:1) Soit : V(a;b;c) e R’
a)Ona:axb=ab—(a+b)+2=ba—(b+a)+2=b+*a
Donc : * est commutative

2)a) VaeR : 2xa=2a—(2+a)+2=a et

ax2=2a-(a+2)+2=a

Donc 2 est I'élément neutre pour la loi *
b)soit acR on cherche a’' R tel que :
axa’ =2( * est commutative) ?

a*a'=2<aa’—(a+a’)+2=2<a'(a-1)=a
Si: a=1alors: 0=1<a*a =2 donc impossible

. a
Si:azlalors:a=—ecRoaxa' =2
1
a_

Donc : VaeR—{1} il admet un symétrique

a'= a
a-1
Exercice7 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=xy-4x-4y+20 ;

V(xy)eR? 1) la loi x est-elle commutative ?

2) la loi * admet -elle un élement neutre et
determiner le s’il existe

3) determiner les élements symétrisables s'il
existent

Solution:1) Soit : V(x;y)eR®
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a)Ona: xxy=xy—(Xx+y)+2=yx—(y+Xx)+2=y*x

Donc : * est commutative

2) si I'élement neutre existe alors VxeR : exx=X
(* est commutative)

VXeR : exX=X<Xe—-4x—-4e+20=X

< x(e—-5)-4e+20=0 wxeR

e-5=0 e=5
= =
—4e+20=0 e=5
Donc 5 est I'élément neutre pour la loi *

3)soit xeR on cherche x'eR tel que :
x*X =5( * est commutative) ?

x#X' =5 X' —4x—4xX'+20 =5 < X'(x—4) =4x-15
Si: x=4 alors : 0=1 donc impossible

4x-15
x-1

Si: x4 alors: x' = eRe x*x'=5

Donc : VxeR—{4} il admet un symétrique
, 4x-15
X =
X—1
Exercice8 : on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : xxy=x+4y-1;V(xy)eR’

1) la loi * est-elle commutative ?

2) la loi * admet -elle un élement neutre et
determiner le s’il existe

Solution:1) Ona: 0%1=0+4x1-1=3
1x0=1+4x0-1=0

0+1#1x0

Donc : * est non commutative

2) si I'élement neutre existe alors VxeR :
gxX=X*€e=X

VXeR : exX=X<e+4x-1=x

3=0

& 3X+e-1=0 vxeR &
e-1=0

Donc impossible
Donc la loi * n’admet pas d’élements neutres
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Exercice9 : on considére les matrices suivantes :

1 1 -2
12
A= et B=|-1 -1 2
01
-2 -2 0

1) Montrer que : A°-2A+1,=0 et en déduire que

La matrice A est inversible et déterminer A™
2) calculer : B® etB’ et en déduire que

La matrice B n’admet pas d’inverse
Solution

) [1 2][1 2] [1 4]
1) ona: A°= =
0 1)l0 1) 0 1
—4} (1 Oj (—1 —4}
+ =
-2 01 0 -1
wely o o o
donc: A"-2A+1,= + = =0
01){0 -1) {0 O

A -2A+1,=06 A(A-2l,)=-1, o A(2l,-A)=1,

-2
et —2A+1, :( A

Et A'-2A+1,=05 &(21,-A)A=],

Donc : A estinversible et déterminer A™=2l,-A

wenf 13 0 0 )

2)
1 1 -2y1 1 -2 4 4 0
B°=|-1 -1 2| -1 -1 2|=-4 4 0
-2 -2 0){-2 -2 O 0O 0 O
1 1 24 4 0 0 0O
B*=BxB*=|-1 -1 2||-4 -4 0|=/0 0 O
-2 -2 0)\0 0 O 0 0O
Donc : B*=0,

On suppose que B admet un inverse donc il

existe une matrice C tel que : BC=CB=1,
Donc : BC=1,=B’BC =B%I,=0,xC =B’

=0,=B* or B*=0, contradiction
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Donc : B n'admet pas d'inverse dansM,(R)

Exercice10 : on considére les matrices

1 2 10
etl=
01] (0 1]

1) calculer : A® et A® et en déduire que

suivantes : A:[

1 2n
2) Montrer que : A" :[O 1] VneN

2 00
3) Montrer que : (A-1,) =0, avecOZ:[O 0)

4) en déduire que La matrice A est inversible et

déterminer A*
Solution

, (1 2)(1 2) (1 4
1) ona: A°= =
0 1)l0 1) (0 1
s s 1 4\1 2) (16
A:AXA: =
0 1)l0 1) 10 1

, . (1 2n
2) Montrer par récurrence que : A" = 0 1 YneN
o (10 o
A = =1 vraie si n=0
01

L (1 2n
supposons que : A :[0 1]

0 1

AV AT A 1 2n)(1 2) (1 2n+2
= X = =
0 1,101 0 1

1 2n
Donc: A"= YneN
0 1

1 2n+2
montrons que : A" :( ] ?

3) Montrons que : (A—Iz)2 =0,

w3
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4ona: (A-1,) =0, & A -2A+1,=0,
& A(21,-A)=(21,-A)A=1,
Donc : A estinversible et déterminer A™=21,-A
. 10) (1 2) (2 0) (1 2) (1 -2
At=21,-A=2 - = - =

01)(0 1) 10 2)10 1) (0 1

Exercice11 : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

b2
e lm, - a b2
P lod2  a

Monter que E est une partie stable de (M2 (R);x)

J/(a;b) e Z%et a*-2b® :1}

Solution : soit M, €E et M,/ €E

a b2
Donc: M, = V2 et a®-2b” =1
Y bv2 a
X 2
Et: M, = W2 o eay 1
; y\/z X
Montrons que : M, xM, ., €E?
a b2 X 2
M(a.b)xM(x.y) = J— X y\/_
' Y bv2  a yv2 X
ax+2b ay +bx)/2
M(a_b)xM(X.y) = Y ( Y )
’ ’ (ay+bx)J§ ax + 2by

Donc: M,y <M M

(xiy) — V' (ax+2by;ay-+bx)
(ax+2by;ay+bx) e Z°

Car(a;b)eZ’ et (x;y)eZ?

Etona:

(ax+2by)’ —2(ay +bx)" =(a’x +4b’y’ + 4abxy)
—2(a’y* +b*x" + 2abxy) =(a’x* —2a°y* ) - 2(2b%y* ~b*x*)
=2’ (X' -2y°)- 207 (X' - 2y*) = (X' -2y*)(a® - 20° ) =1x1=1

donc: M, . xM

(ab) =

(xy)
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donc : E est une partie stable de (M, (R);x)

f:(Z;+)—>(Z*;x)

X > 5

Exercice12 : soit I'application :

montrons que f est un morphisme de (Z, +)

dans (Z", x)
Solution : V(x;y)eZ’

f(x+y)=5""=5'x5" = f (x)x f (y) donc : f estun
morphisme de (Z ,+) dans (Z°, x)
.g:]0;+0[ > R

Exercice13 : soit 'application :
X Inx

montrons que ¢ est un morphisme de :
(]0;+00[, x)dans (R, +)

Solution : V(x; y)e]0;+oo[2
g(xxy)=In(xxy)=In(x)+In(y)=g(x)+g(y)

donc : ¢ est un morphisme de (]0;+o[, x) dans

(R, +)
h:CoR

Exercice14: soit I'application :
27|

montrons que h est un morphisme de :
(C, x)dans (R, x)

Solution : V(z;2')eC?

h(zxz')=|zxZ|=|z|x|z|=h(z)xh(Z') donc : f est

un morphisme de (C, x)dans (R, x)
Exercice15 : soit I'application :

kiR—C
0> e’ =cos@+isind
montrons que k est un morphisme de : (R, +)

dans (C*, x)  Solution : V(6;0') e R?

k(9+ 0!) — ei(9+€') — ei6+i6" — ei9 % eié?' — k(e)>< k (0!)

donc : k est un morphisme de (R, +)
dans (C", x)
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I:R > M, (R)
Exercice16 :soit I'application : (1 xj
X 0 1

montrons que | est un morphisme de : (R, +)

dans (M,(R), x)  Solution : V(x;x')eR?

N [1ox+X
ona:|(X+X)=£0 1 j

0910{y o 1o 7

Donc : I(x+x')=1(x)xI(x’)
donc : k est un morphisme de (R, +)

dans (M, (R), x)

f:Nj%Z

ne— 2"

Exercice17:soit f I'application :

montrons que f est un morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Solution : V(n;m)e N’

f(n+m)=2"" =2"x2" =2"x2" = f (n)x f (m)

donc: f estun morphisme de (N, +)

dans (%Z, x)

Exercice18 :on munilR? de la loi de composition
interne suivante : (a;b)+(a’;b’)=(a+a’;b+b’) ;

V(a;b)eR* et V(a’;b')eR?

Soit A(R;R)I'ensemble des applications affines :

A(R;R)= { f(a;b) IVxeR: f(a;b) (x)= ax+b}

¢:R* > A(R;R)
Soit I'application : ¢ : (a'b)H f
) (a;b)
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Montrer que : ¢ est un morphisme de (R?, +)
dans (A(R;R), +)

Solution:1) Soit : V(a;b)eR* et V(a’;b’) e R®
Ona:
o((a;b)+(a’b’))=p(a+a’;b+b")=f

(a+a';b+b")

f )(x):(a+a’)x+(b+b’):(ax+b)+(a'x+b’)

(ava’sbib’
Donc : go((a; b)+(a’;b’)) =p(a;b)+¢(a’;b")
donc : ¢ est un morphisme de (R?, +)

dans (A(R;R), +)

Exercice19 :soient a € |2;+oo[ et b e |2;+00]

On pose : a*b=(a—2)(b—2)+2

1)montrer que * est une loi de composition interne
Dans | =]2;+o0

2)soit I'application définie sur R™ vers |

_2x+1
X

VxeR*

tel que : f(x)

a) montrer que f est un morphisme de (R™*, x)

dans (I, )
b) en déduire que * est associative et admet un
élément neutre a determiner

solution :1) soient a € |2;+0[ et be]2;+o0]
ae|2+o[=>a>2 etbe|2+o[=b>2
Donc : (a—2)(b-2)>0

Donc: (a-2)(b-2)+2>2

Donc : a*b e ]2;+o0[ =1
Donc :* est une loi de composition interne

Dans | =]2;+o[
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2) soient xe R™ et ye R™

f (xxy)= 2xy +1
Xy
()1 (y)= 2x+1*2y+1:[2x+1_2j[2y+1_2j+2
X y X y
_1 1, _2xy+l
Xy Xy

Donc: f(xxy)=f(x)*f(y) V(x; y)e(]R“)?
Donc : f est un morphisme de (R*, x) dans
(1,

b)puisque x est commutative dans (R, x)et f
un homomorphisme de (R*, x) dans (I, %)

alors * est commutative dans |
et on a 1 est I'élément neutre dans (R™", x)

alors : f (1)=3 estI'élément neutre dans |
Exercice20 :on muni R d’une loi de composition
interne x définit par : axb=ab+(a2-1)(b%-1) ;
V(a;b)eR* 1) Monter que * est commutative

2) Monter que * n’est pas associative

3) est ce que la loi * admet un élement neutre ?
4)resoudre dans R les équations :

a) 2x*x=5 b)) xxx=1

Solution:1) Soit : soit :(a;b) e R?
Ona: a*b=ab+(a2-1)(h2-1)=ha+(b2-1)(a2-1)
car la multiplication dans R est commutative

Donc : a*b=Db=*a par suite * est commutative
2) ona: (-1%0)*2=0%2=-3
Et —1%(0%2)=-1x-3=3

Donc : (-1x0)*2#—1x(0%2)
Donc : = n'est pas associative
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3)ona: ax*l=1*xa=a VaeR

Donc : 1 est I'élément neutre pour la loi *
(I'élement neutre est unique)

4) a)on va resudre I'équation : 2xx=5

2xx=5<2x+3(x2-1)=5<3x2+2x-8=0

4 4
X=-2 X=—=donc: S=1-2;=
& ou 3 onc { 3}
b)on va resudre I'équation : x*x=1

xxx=1e x2+(x2-1) =1 x* —x2 =0

< X%(x-1)(x+1)=0=x=0 ou x=1 ou x=-1
donc: S ={-1,0;1}

Exercice21 :on muniR? de la loi de composition
interne suivante : (a;b)=(a’;h")=(axa’;bxb’) ;
V(a;b)eR? et V(a';b')eR?

1) Monter que * est commutative et associative
2) Monter que * admet un élement neutre et

determiner dans R? les élements symétrisables
Pour la loi *

3)soit : S =Rx{0}

a)montrer que S est une partie stable de(R?,*)

b) Monter que (S ,*) admet un élement neutre et

comparer les les élements neutres de (R?,*)

etde (S ,*)
Solution:1) a) Montrons que * est commutative ?

Soit: (a;b)eR” et (a;b") e R?
(a;b)=(a’;h")=(axa’;bxb’)=(a'xa;b'xb)=(a’;b")*(a;b)
Donc :* €st commutative

b) Montrons que * est associative?

Soit: (a;b) e R* et (a’;b') e R? et(a”;b") e R’

((ash)*(a’;b"))x(a"b") =(axa’bxb')x(a"b")

http://www.xriadiat com

I~




((asb)*(a’;b"))x(a"b") =(axa'xa"bxb'xh")
On aussi : (a;b)*((a;h')*(a";b")) = (a;b)*(a'xa";b'xb")
(a;b)#((a’;b")*(a";b")) =(axa'xa";bxb'xb")

Donc:

(@) (a5b))=(afib") = (aib)((asb') » (a"0")
Donc : * est associative
2)a) Montrons gque * admet un élement neutre

Soit: (a;b) e R?
Ona: (ab)*(L1)=(ab) V(ah)eR?
Et puisque -* est commutative

Alors : * admet un élement neutre c’est (1;1)

b) determinons dans R? les élements
symeétrisables pour la loi *

soit (a;b) e R? on cherche (a’;b’) e R* tel que :
(a;b)*(a’;b")=(L1)
(a;b)*(a’;b")=(L1) = (axa’;bxb")=(L1)

siaz0 et b=0 alors

i axa' =1 b__}g

Donc les élements dans R* symétrisablesPour la loi

{bxb’:l a=Y

+ sont les couples (a;b) e R? tel que: a=0eth=0
Et le symétrique de (a;b) est (%%) pour *
3)a) S=Rx{0}

Soit: (a;0)eS et (b;0)eS

(2;0)*(b;0)=(ab;0) €S

Donc : S est une partie stable de(IR? )

b) soit:(a;0)eS
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ona: (a;0)*(L0)=(a;0)et (10)=(a;0)=(a;0)
donc : (10) est élément neutre pour (S ,*)
eton a (1;1) est élément neutre pour(R?*,*)
et: (L1)=(30)

Exercice22 :on muniC de la loi de composition
interne T suivante : 212" = 77" ; v(z;2')eC?
v(a’ib')eR? (F,T) V(z;2')eC?

1) étudier la commutativité et 'associativité de T

2)résoudre dans C I'équation : (ZTZ)TZ =1

Solution :
1) la commutativité de T ?
Oona: ITi=1 =—i et iTl=il=i

Donc : IT1 #1T1 donc T non commutative
Lassociativité de T ?

(iTYTi=iTi=i-(-i)=1
iT(1Ti)=iT —i=i-i=—1

Donc : (iTl)Ti #IT (1Ti) donc T non
associative

2)résolution dans C Péquation : (ZT2)Tz =i
(T2)Tz=i o (Z)Tz=i 2z =i @\z\zfzi
Onpose: Z=X+1y avec (xy)eR?
\2\27:i<:>(x2+y2)(x—iy):i

7| 7=i o (x2+y?)x-iy(x2+y?) =i

1 . (X2+y2)x=0 x2+y2=00ux=0
7' 7=ie

=
y(Oe+y?)=-1  [y(*+y?)=-1
x2+y2=0 [x=0 x=0
= ou =
0=-1 y=-1 |y=-1
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\2\22:i<:>z=—i donc : S ={-i}
Exercice23 :on munil :]O; +00[ de la loi de

composition interne * suivante :

X*Y=X2+y2 v(xy)el?

soit f I'application définie sur | vers |

tel que : f(x)=x2 Vvxel

1) montrer que : f (x*y)=f (x)+ f(y)

2)a) montrer que * est associative
b) est ce que * admet un élément neutre

3)soit ael calculer: A=a*a%*..%8 neN’
nfois

Solution : soit (x;y)el’

1) 1 (cey) = (xxy) =(ory2) =+ y2
=f(x)+f(y) cafd

2) f(xxy)=1(x)+f(y)

Donc f est un homomorphisme et puisque

f est une bijection donc f est un isomorphismes

De (I;*) dans (1;+) donc: (I;*) et (1;+)

Ont la méme structures et puisque + est
associative dans | alors xest aussi associative

Et puisque (I;+) n‘admet pas d’élément neutre

alors : (1;*) n'admet pas d’élément neutre

3) f[a*a*:...*a}: f(a)+f(a)+..+f(a)

nfois
f (A)=nf (a)=na?
Et puisque f est un isomorphismes de (1;*)

dans (I;+) donc: A= f™(na?)
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Et puisque : f*(x)=+/x donc/A=+/naz=+/na
Exercice24 :1) on muniR d’une loi de composition

interne * définit par : x*y=x+y-xy ;V(xy)eR’
soit f 'application définie sur R vers R
telque: f(x)=1-x WxeR

1) montrer que f est un homomorphisme bijectif

De (R;*) dans (R ;%)

2)en déduire que * est associative et que * admet
un élément neutre que I'on déterminera

3) determiner 'ensemble des élements
symétrisables pour la loi *

4)soit acR calculer: A=a*a*...*38 peN*

nfois
Solution : 1) f(x)=1-x
f(x)=yel-x=yox=1-y

Donc: f*(x)=1-x=f(X) wvxeR

Donc: f*=f
f(x*y)=1-x*xy=1—(X+y—Xxy)
=(1=x)(1-y) = F(x)x f(y)

Donc : f est un isomorphismes de (R;*) dans
(R i)

2) puisque f est un isomorphismes de (R;*)

dans (R ;x) alors : (R;*) et (R ;x)

Ont la méme structure et puisque x est
associative dans R alors * est aussi associative
dans R et puisque 1 est élément neutre dans

(R ;x)alors f*(1)=f(1)=0 est élément neutre

dans (R;*)
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3)on a 0 est élément neutre unique qui n"admet
pas de symétrique dans (R ;x) etona f(0)=1
Donc : 'ensemble des élements symétrisables

pour (IR;*)est R—{1}

4) f(A)=f (a*a*....*aJ: f(a)xf(a)x...x f(a)

nfois nfois

f(A)=(f(a))' =(1-a)

Donc: A= f*((1-a)")=f((1-a)")=1-(1-a)’

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien
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