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Exercices AVEC SOLUTIONS
Structures algebriques(partie2)

Groupe anneau corps

Exercice 1: on pose | :}—%;%{ et V(xy)el?

On muni | de la loi de composition définie par :

x*y=artan(—1+tanx+tany)

Montrer que (1;*) est un groupe commutatif

Solution :1)soit (x;y)el?
x*y=arctan(—1+tanx+tany)=arctan(-1+tan y+tanx)
Donc x*y=y=*x et par suite * est commutatif
2)soit (x;y;y)el’
(x*y)*z=(arctan(-1+tanx+tany))*z

= arc tan (—1+ tan((arc tan(—1+tan x + tan y)) + tan z))
= arc tan(—1+(—1+tan x+tan y ) + tan z))

=arctan(—2++tan x +tan y + tan z)

Etona:

x*(y#*2z)=x*(artan(-1+tany-+tanz))
=artan (—1+ tan x + tan((arc tan(—1+tan y +tan z))))
=arctan(—1+tan x+(—1+tan y +tan z))
=arctan(—2++tan x +tan y + tan z)

Donc : (x*y)*z=x*(y*z)

par suite *est associative

3) Vxel ona:
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X *% =arctan (—1+ tan x + tan %) =arctan (—1+ tan x +1)

x*%: arctan(tan x) = x
Et puisque * est commutatif on a aussi : %* X=X

Et puisque : = _Z;Z[
Puisq 46} 2'2

‘ sz T
alors : * posséde un élément neutre e = "
4) soit: xe |l on cherche x el tel que:

x>x<x’=z ?

x*x’:%carctan(—lﬂan X + tan x'):%

& —1+tan x+tan x’:tan(%j@tanxﬂan X'=2

o tanx' =2-tanx < x' =arctan(2—tanx) e

Donc : tout élément de | posséde un symétrique
pour = dans | .

Finalement :(1;) est un groupe commutatif

Exercice 2: on muniR’® d’une loi de composition

interne T définit par :
(X y)T(xX; y’):(x+xr; ye* +y,e,x)
v(xy)eR%et V(X;y')eR?

Monter que (R*;T) groupe non commutative
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Solution :a)soient (x;y) ; (x;y')et (x";y") des
éléments de R?

(% y)T(X5y)) T(X5y") =(x+X; ye* +ye ™) T(X";y")
_ (x + X+ X" ( yeX + y'e‘X)eX" + y”e*(”x'))

x4x)

_ (X x4+ X”; yef( 4 yre—x+x” n ynef(x+x'))

Ty~ ey T(c-ye e
=(x+x +x"(ye +y'e™)e +yer )

= (x4 x4 X7y ™) 4 ye () 4 yer )
Donc :

(6 y)TOGY)) Ty ) =06 Y) T((X3Y) T(X "))

donc : T est associative
b) 'élément neutre de T ?

(e;e,) I'élément neutre de Tssi V(X y) e R?
(xy)T(ese,)=(xy)et (e;6)T(xy)=(xy)
(x;y)T(el;ez) (x;y)c(x+e1;yeel+e2e’x):(x;y)
X+ =X e =0 e,=0
N o o
yet+ee =y |ee =0 (=0

Etona: (0,0)T(xy)=(xY)

Donc : (0;0) est I'élément neutre de T

c) le symétrique d’'un élément dansT ?

soient (x; y) e R* montrons I'existence de
(x;y")eR?tel que : (x;y)T(x;y)=(0;0) et

() T(xy) = (050

(% y)T(X; y')=(0;0)c>(x+x'; ye* +y’e‘x)=(0;0)

X+x'=0 X' =—X
= N
ye' +ye =0 |(y+y')e =0

{x’z—x {x’z—x
<:> ! C> !
y+y'=0 [y'=-y

Prof/ATMANI NAJIB

On a aussi : (-x;-y)T(xy)=(0;0)

Donc : (-x;—y)est le symétrique de élément
(x;y)dansT

Donc : (R*;T) estun groupe

Et puisque : (L1)T(L0)=(2;e)et (];0)T(1;1)=(2;e‘1)
Alors : (L1)T(40)#(L0)T(%1)

donc : T n’est pas commutative

Exercice 3: soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et tel que : (a;b) e G*

(ab)2 =a’b® Montrer que gque ce groupe est

commutatif
Solution :par hypothése on a quels que soient

les éléments (a;b) e G?* : abab =aabb

Mais dans un groupe tout élément étant régulier
on peut simplifier a gauche par a et a droite par b
Donc : abab =aabb

Donc ba=ab et par suite ce groupe est

commutatif
x=b=*a'
Exercice 4: (étude d’un groupe fini)

Montrer que (%Z;+)et(%z—{5};><) sont

deux groupes commutatifs

Solution :

+10(1(2|3]|4
olol1]2|3]4
111]2(3]4]0
2123401
3/3(4]|01]1 |2
4141011213
Tableau de : (%ZH)
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Tableau de : (%Z;X)
x|0|1]2]3]|4
0/0]/0/0]0]0O
1/0(1]2|3]4
2|0|2(4|1]|3
3/0[3|1|4]2
4104321

Exercice 5: (étude d’un groupe fini)
(ABC) un triangle équilatéral

(A, )la médiatrice du segment [BC]
(A,) la médiatrice du segment [ AB]
(A;)la médiatrice du segment [AC]
Soit { 'ensemble des transformations

suivantes : é’z{rl;rz;rs;slisz;sg}

=

la rotation de centre O et d’angle 0 : r,(0;0)

N

I, la rotation de centre O et d’angle Az . r [0;4_”

s, la symétrie axial d'axe: (a,)
s, la symétrie axial d'axe : (a,)
s, la symétrie axial d'axe : (a,)

Montrer que : (¢;¢) est un groupe

Solution : on utilisant la loi de composition des
transformation o on trouve le tableau suivant :
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la rotation de centre O et d’angle 27 : [ [0;2_”)

SO I R B OO B C T BT PO
Ll | |G |S|S|Ss
L I P B O B O B S B T
b || LGS |S|S
S |S | S| S| h | Lk
S S| S|SB |h |6
S5 | S3 | S[S| R |G|

Remarque : si (G;*) est un groupe fini alors

chaque élément de G se trouve sur le tableau
une fois dans chaque ligne et dans chaque
colonne

Exercice 6: soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et e I'élément neutre de G
1) Montrer que si: ¥(a;b)eG? : (ab)’ =a?b?
alors le groupe G est commutatif

2)Montrer que si: VxeG : x*=e alors le

groupe G est commutatif
Solution : 1) soit (a;b) e G
par hypothése on a: (ab)’ = a2b?

donc : abab=aabb puisque G un groupe
tout élément de G est regulier

Donc: ba=ab

Par suite ce groupe est commutatif

2) soient les éléments (x;y) e G?

par hypothese on a: xyxy =e

on multipliant a gauche par x et a droite pary
Donc : XxXyxyy = Xey = X*yxy’ = Xgy = eyxe = Xy

= YX=XY Par suite ce groupe est commutatif

Exercice 7: (on considére 'ensemble des
, : 1 a
matrices suivante :E = {Ma = (2 0] lae IR{}

Monter que E n’est pas un sous-groupe
de (M, (R);+)
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Solution : soit M, €E et M, €E

a 1 b
et M, =
0 2 0
M,xM, eE?

1 a 1 b 1+2a b
M, xM, = X = ¢ E
2 0 2 0 2 2b

donc : E n'est une partie stable de (M, (R);x)

1
Donc: M, :[
2

donc: E nest pas un sous-groupe e (M,(R);+)

Exercice 8: soit | 'ensemble des nombres
entiers relatifs pairs

montrer que (I;+) est un sous-groupe de(Z;+)
Solution :ona: IcZ

(1)1 2 car 0=2x0¢l

(2)V(x y)el*x-yel ?

Soient: xel et yeldonc: x=2xp et x=2xq
X—y=2xp-2xp=2x(p-p)=2xkel

Donc : (I;+) est un sous-groupe de(Z;+) d’aprés
La propriété caractéristique d’un sous-groupe

Exercice 9: montrer que : H :{3m7”/meZ;n eZ}
est un sous-groupe de(R*;X)

Solution :ona: HcR" car V(n,m)eZ*3"7" eR’
()H = car 3°7° =1eH

(Z)V(X, y) e H?: xx y’l eH ?

Soient: xeH et yeH donc:
3(n,m)eZ?*x=3"7"

Et 3(p.q)eZ?y=3"7"

xxy ™t =3"7"x(3°79) " =3"7" x37P7
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xxy ™ =3"7"x(3°79) T =37 = 37"
Avec : (e, f)eZ® donc:
(Z)V(X, y) e H?: xx y’l eH

Donc : (H;x) est un sous-groupe de(R*;X)

D’aprés la propriété caractéristique d’'un sous-
groupe

Exercice 10: U :{Z eCC/|z|:1}
Montrer que (U;x) est un sous-groupe de ((C*;x)

Solution :
1) Un nombre complexe de module 1 est non nul

etdonc U cC’

Et 1 a pour module 1 etdonc 1 € U.

Soit alors (z,;2,) eU?.

2,x2, el ???

‘zlxzz‘l‘:|zl|x‘22‘1‘ =|z|x|z,|  =1x1=1x1eU

Exercice 11: on considére I'ensemble des
matrices suivante :

Ina 0 i}
E=1M, = laeR"
0 Ina

Monter que E est un sous-groupe de (MZ(R)H)

_ Ine O 10
Solution : 1)ona M, = = =1,
0 Ine 01

Donc: |I,eE donc: E#J

2) soit M, €E et M, eE M,-M, €E?

M M_Ina 0 Inb O
=@ 7P 10 Ina 0 Inb

a
M M. = Ina—Inb 0 ~ InB 0
a b 0 Ina—Inb) 0 Ind
b
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Et puisque ac R™et be R™ alors a/beR™
Donc: M,-M,=M,, €E
Donc : E est un sous-groupe de (MZ(R);+)

Exercice 12 :soit (G;-) un groupe noté

multiplicativement et soit aeG

Onpose : C, ={xeG/ax=xa}
(centralisateur de a)

Et: Z(G)={xeG/VyeG:xy=yx}(centre deG)
Montrer que C, et Z(G)sont des sous-groupes
de: (G;)

Solution : 1) Montrons que C, estun sous-
groupe de (G;-) ?

Soit e I'élément neutre du groupe (G;-)
ajona:ac=ea=adonceeC,donc: C, =
b)soient les éléments (x;y)eC,’

montrons que : xy - eC, cad montrons que :
a(xy)=(xy")a 27

ax = xa(1)

Ona (x;y)eC,? donc:
o) s

O R, g

(2)<:>(ay)71=(ya)71<:> yat=a'ly

-15-1

=y a y

=a 'y et ax=xa(l)
—axya'=xaa'y'=axy'a =xey "

S axya =xy'=axy'ata=xy'a

—axy 'e=xy ‘a=>axy '=xy ‘adonc xy " eC,

Donc : C, estun sous-groupe de (G;-)
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2) Montrons que Z(G) estun sous-groupe

de (G;) ?

a)ona: VyeG:ey=ye donc ecZ(G)

donc: Z(G)=Q

b)soient les éléments (a;b)eZ (G)2

montrons que : ab™ € Z(G) cad montrons que :
(ab*)y=y(ab™) vyeG??

ay = ya(1)
by = yb(2)
De la méme fagon que précédemment on trouve

(ab)y=y(ab™)vyeG donc ab*eZ(G)

Ona (a;b)eZ(G)" donc: {

Donc : Z(G) estun sous-groupe de (G;-)

Exercice 13 :On munit R de la loi de
composition interne définie par :

Xy =Xy2+1+yVx2+1;V(xy) e R?
1)soit 'application :

—e ¥
2

f:R — R définie par : f (x) =

Montrer que f est un isomorphisme de (R;+)
vers (R;*)
2) En déduire la structure de (R;*)

Solution :1) a) f est une fonction continue et

dérivable sur R et f'(x)= € +2e =0

Donc f est strictement croissante sur R
Par suite f est une fonction bijectif de R
Dans f(R)=R

b) soient X; ¥y € R
http://www. Xriadiat.com 5




oFY _ ()

f(x+y)= 5

f(x)=f(y)="F(x)f(y)2+1+f(y)f(x)2+1

Eton a:

f(y)+1=1+ @ —e?) e¥+2+e? (e'+e?)
2 4 2

_e'+e”’

Donc : de méme on a:

f(y)2+1

X —X

e +e
f(x)2+1=
1=

e

e*y _ge)
() £ (y) = —

Donc :

Finalement: f(x+y)="f(x)*f(y)

Donc : f est un homorphisme bijectif de (R;+)
vers (R;*)donc un isomorphisme

2)puisque : f est un isomorphisme de (R;+)vers
(R;*) et (R;+) est un groupe commutatif

Alors : (R;*) est un groupe commutatif

Exercice 14 : on considére 'ensemble suivant :

E :{a+b\/§/(a;b)e(@2}
1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif
2) Monter que E est une partie stable de (Q;X)

3) Monter que (E;+;x) est un anneau commutatif
unitaire

Solution : 1) Montrons que(E;+) est un un sous-
groupe de (Q;+) ?

Ona EcQetonal=1+03 donc: 1eE
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donc: ExY

soit xeE et ye E montrons x—yeE?
XEE@H(a;b)GQZ/X=a+b\/§
yeEo3(c;d)eQ?/x=c+dy3
x—y=(a+bJ§)—(c+dJ§)=(a—c)+(b—d)\/§
Ona (a;b;c;d)eQ* donc: a-ceQetb-deQ
Donc:X—y:a"+b"\/§ par suite : x—yeE
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Q;+)

donc (E;+) est un un groupe

2) ) Montons que E est une partie stable

de (@;x) ?

soit xeE et ye E montrons xxyeE?
x—y:(a+b\/§)x(c+d«/§):(ac+3bd)+(ad+bc)\/§
puisque (a;b;c;d)eQ* alors : ac+3bd e Qet
ad+bceQ donc: xxyeE

- E={a+by3/(ab) e’}

Donc : E est une partie stable de (Q;x)

3) on a (Q;+x) est un anneau commutatif

Donc La multiplication est commutative et
distributive par rapport a I'addition dans E

Par suite (E;+x) un anneau commutatif

Et 1:1+O\/§ donc : 1€ E et 1 estl'élément

neutre de la multiplication dans (Q;x)

Donc : 1 est I'élément neutre de la multiplication
dansE

Conclusion : (E;+;x) est un anneau commutatif

unitaire
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Exercice 15: Soit (A;+;x)un anneau.

Telque: X*=x VxeA ((A;+;X)s’appelle

anneau
De Boole)

1) calculer (x+ x)2

2)en déduire que : X+x=0,(0, est I'élément
neutre de (A;+))

3)soient: xe Aet ye A

a) calculer(x+Y) en fonction de xet y

b) en déduire que (A;+;x)est commutatif

c) en déduire : xy(X+Y)

4)on suppose que : X=0,et y=0, et y#X

a) montrer que : a)X+y#0, b)x+y=y

5)déterminer le tableau de la somme pour les
éléments: 0, ; X ; Y ; X+y
Solution : 1)soit xe Aona:
2
(X+X)" = (X+X)(X+X) = XX+ XX+ XX+ XX
2
(X+X)"=X2+ X2+ X2+ X2 = X+ X+X+X car X’ =X
2
Donc : (X+X) = X+X+X+X

2)a)soient: xe Aet yeA

(x+y)2 (X+Y)(X+Y)=XX+Xy +yx+ Yy

(x+y) =x2+xy+yx+Yy?

(x+y)2:x+xy+yx+y car X’ =X VxeA

b)on a: (x+y)2:x+xy+yx+yet (x+y)2:x+y
donc: X+Xy+yX+y=X+Yy

donc : xy+yx=0, et puisque xy+xy=0,
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Alors : xy+ yx=Xxy+Xxy donc yx = xy

Donc : (A +;x)est commutatif

c) déduction de :xy(x+Y)

soient: XeAet yeA

XY (X+Y) = X904 XY = 0+ X2 = XY+ Xy2 = XY + Xy
et puisque xy +xy =0, alors : xy(x+y)=0,

4) on suppose que : X=0,et y#0, et y#X
a) on suppose que X+Yy=0, et puisquex+x=0,
Alors : X+y=X+X cad Yy =X contradiction
Donc: x+y=#0,

b) on suppose que X+y=Y donc: x=0,
Contradiction donc X+Yy#Y

5 ona: x+x=0, et x+0,=0,+x=X

+ 0, X y X+y
0, 0, X y X+y
X X 0, Xty Y
y y X+Yy |0, X
Xty | X+y | Y X 0,

Exercice 16: soit (K, +, x) un corps finit :

K ={0;€;%;%,;...; Xy} ; meN’

Avec : 0 (resp. e) I'élément neutre

pour +(resp. x).

1)montrer que : —e et e sont les seuls éléement
de K qui sont égaux a leurs symeétriques pour la
loi x

2)montrer que le produit de tous les éléments de
K est égal a —e

3)on considérant le corps(Z/nZ;+;><) avec n

premier montrer que : (n—1)!+1=0[n]
Solution :1)
VxeK—{0} x=x"oxxx=x'xxox =e
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o x-e=0x"—e’ =0 (x—e)(x+e)=0

< Xx=-e ou x=e car (K, +, x) un corps
2)puisque : —e et e sont les seuls élément de K
gui sont égaux a leurs symétriques pour la loi x

Alors : K—{0} ={-e;e;a;8, a8, ;a8 ™}

Donc : —exexa xa, ' xa,xa, ..xa,xa," =

=—exexexe..xe=—e

D’aprés les questions précédentes on a :

1x2x...xn—1=-1 donc :

donc: (n—1)!+1=0[n]
Xa=ya=>x=Yy

Exercice17: on considére 'ensemble des
matrices suivante :

E= {M(a;b) =(Z _zbj/(a;b) e RZ}

1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif

2)Monter que E est une partie stable de
(Mz(R);X)

3)soit f l'application qui associe a chaque
matrice M, de E—{0,} le nombre complexe :
a+iby2de C’

a) Monter que f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";x)

b)en déduire la structure de (E—-{0,}, x)

4) Monter que (E;+;x)est un corps

Solution : 1)ona: M, =0,€E donc: E# Y
Etona Ec(M,(R);x)
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soit M(a;b) cE et M ek

(c:d)

. M _(a —2b M (¢ -2d
Donc: M, = b a et Mg = d

b 2d) (a-c -2(b-
Ma_b—Mc_d:a (c _[a-c -2(b-d)
@) e 1y a)ld ¢ b-d a-c

Donc: M., —M =M

(c:d)

(a—c;b—d)
Et puisque : (a;b;c;d)eR* alors : a—ceRet

b-deR donc: M, —M., €E

(cid)

Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Mz(R);+)

donc (E;+) estun groupe commutatif

a -2b) (c -2d
2) M(a;b)XM(c;d):b a la o 7

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

(ac—2bd;ad +bc)

Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : ac—2bd e Ret

ad+bceR donc: M x M cE

(asb) (c:d)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient: M cEet M eE

(a;b) (c:d)

(e s B (S ——"
=ac—2bd +i(ad +bc)/2

f (M) )% (M) ) = (a+iby2)(c+idv2)
=ac—2bd +i(ad +bc) 2 = (M spazave))

= 1 (Ma M)
f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans ((C*;x)
Soit x+iy e C* avec (X;y) € R?

On cherche M,  €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(ab)
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f(M(a;b)):x+iy<:>a+ib\/§:x+iy

a=x
y (a; b) e R? Existe et il

{a =X
= =

= b =
bv2=y 2
est unique
donc: f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";x|
b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes
et (C*;X) un groupe commutatif donc aussi

eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif

4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (MZ(R);X)donc La multiplication est

distributive par rapport a I'addition dans E

Donc on a :(E;+) est un groupe commutatif et

(E—{Oz}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E

Conclusion : (E;+;x)est un corps

Exercice 18: Soit (K;+x)un corps.

On note :0, I'élément neutre de (K;+) et 1,
I'élément neutre de (K;x) et on suppose qu’il
existe un homomorphisme f bijectif de(K;+)
vers (K—{0}:x)

1)on suppose que 1, +1, =0, "

montrer que : f(K)={1}

2) on suppose que : 1, +1, #0, et on pose :
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a=17(L) et f=f7(-L)
a) montrer que : a+a=f+p

b) en déduire que a=/f
3) en déduire qu’il n’existe pas

d’homomorphisme f bijectif de (K;+) vers
(K_{OK};X)

Solution : 1) )Jon suppose que 1, +1, =0,

soit xeK on a donc: xx(1, +1, )=xx0,

donc: xx1, +xx1, =xx0,

donc: x+x=0, donc: f(x+x)="f(0,)

puisque f homomorphisme bijectif de(K;+) vers
(K={0};xJon adonc : f(x)xf(x)=1,

done: (f(x)) =1, donc: (f(x)-1)(f(x)+1)=0,
donc: f(x)=1, ou f(x)=-1, =1, car

1 +1, =0,

donc: ¥xeK f(x)=1, donc: f(K)={L]}
2)ajona: 1 +1 #0, eta=1"(L) et f=f7(-1)
a=17L)e fa)=L et =17 (-1 ) f(B)=-1
donc : f(a+a)=(f(a)) =(L ) =1

et F(B+4)=(f(B)) =(-L) =L,

donc: f(a+a)=f(f+p5)

donc: a+a=p4+p carf bijectif

bona: a+a=p+p<(a-p)+(a-B)=0,
a+a=p+pe(a-p)x(1 +1)=0,

a+ta=p+pf<a-p=0, oul, +1, =0,
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at+a=p+p<a-F=0, car 1, +1, #0,
at+ta=p+fa=f

3) s’il existe un homomorphisme f bijectif de
(K;+) vers (K—={04};x) on alors deux cas :
lcas: 1, +1, =0,d'aprés 1)on a:

vxeK f(x)=1 < VvxeK;f(x)=f(0,)
Puisque f bijectif: VxeK

X=0,

Cad K={0} etdonc: K-{0,}=@
contradiction

2cas: 1, +1, #0, d'aprés 2) et on posons :
a=f7(1) et f=17(-1)ontrouve : a=p
Cad f™(-1)=f"(1)et Puisque f bijectif
Alors : -1, =1, cad 1, +1, =0, contradiction
Avec le fait que 1, +1, #0,

Donc : qu'il n’existe pas d’homomorphisme f

bijectif de (K;+) vers (K—{0,}:x)

Exercicel9:
1) On munit de la loi de composition interne

définie par : x*y = xy +(x2-1)(y2-1); V(X y) e R?

Montrer que * est commutative, non associative,
et que 1 est élément neutre.

2)On munit R™de la loi de* composition interne

définie par: x*y=3x*+y*> V(xy)eR’

Montrer que * est commutative, associative, et
que 0 est élément neutre. Montrer que aucun
élément de n’a de symétrique pour *

.3)On munit R de la loi de composition interne *

définie par: x*y=3¥x*+y* V(xy)eR’

Prof/ATMANI NAJIB

Montrer que I'application : x — x* est un
isomorphisme de (R;*)vers (R;+)En déduire que
(R;*) est un groupe commutatif

Solution :1) x*y = xy +(x2—1)(y2-1))

= yx+(y2-1)(x2-1)

La loi est commutative
Pour montrer que la loi n'est pas associative, il

suffit de trouver X;Y;Z € IR et tels que :
x#(y*z)#(x*y)*z

1 sera I'élément neutre il ne faut pas prendre 1
dans X; Y; Z et.

Prenons, parexemple: X=0;y=2;z2=3
x#(y*z)=0%(2+3)=0%(2x3+(22-1)(32-1))
=0%30=0x30+(02—1)(302—1) = 899
(x*y)*xz=(0%2)%3=0+2+(02-1)(22-1)*3

=—3%3=0%2+((-3)2-1)(3-1)=—9+82=55
La loi n’est pas associative
1 x=1x+(12-1)(x2—1) = x

De plus, comme la loi est commutative
X*1=1%X
On a bienx*1=1%X=X, 1 est I'élément neutre.

X#y=[X2+y2 = [y2+x2 = y*X

La loi est commutative.

)= (T - T2 )
(x*y)*z:\/m

En reprenant le calcul ci-dessus en changeant

en (X;y:z)en(y;z;x) (y*z)*x=ly2+z2+x2

Comme * est commutative :

http://www. Xriadiat.com 10




(y*z)*x=xx*(y=z)Et finalement :

(xey)s2=xx(y+2)

La loi est associative.
Remarque : On aurait pu calculer directement

cx(y+2)
0#x=+02+x2 =|x| car x>0

Comme *est commutative ; 0*X=X*0=X
0 est I'élément neutre.

Supposons X qu’admette un symétrique y

X*y =0 X2+ Y2 =[x < X2+ y2=0< X+y =0
Orx>0 et y>0 donc: x*y=0est impossible,

pour tout x>0 X n’a pas de symétrique.

3) On pose p(x)=x° ET p'(x)>0 pour tout
x=0etestnulen 0, pestune fonction

strictement croissante R de sur R, pestune

bijection de R sur R. |l reste a montrer qu’il
s’agit d’'un morphisme.

3
p(xxy)=(x* y)3 :(«3/x3+y3) =x*+y = p(x)+p(y)
p est un morphisme de( R ;*) dans ( R ;+)et
donc un isomorphisme de( R ;*) dans ( R ;+)

(puisque p est bijective).

ptest un isomorphisme de( R ;+) dans( R ;*)

donc un morphisme, ( R ;+) est un groupe
commutatif

et 'image d’un groupe commutatif par un

morphisme de groupe est un groupe.

( R;=*)est un groupe.

Exercice20: on considére 'ensemble des
matrices suivante :

a -b
G_{M(a;b)_(b j/a2+b2_1et(a;b)eRz}

a

Prof/ATMANI NAJIB

1)Monter que : G = J

cosd

2)Monter que : G ={( .
siné@

—sind

]/6’ € ]R}
cosé
3)Monter que G est une partie stable de
(M,(R):x)
4) est ce que G est une partie stable de
(M, (R):+) 2

cosd

5)on pose : M (0)= (sin p

—siné@
cosd
calculer M"(0) vne N’

ou: M"(0)=M(0)xM(8)x..xM ()

nfois

6) soit f 'application de R dansG tel que :
f(0)=M(9)

a) Monter que f est un morphisme surjectif de
(R;+) dans(G;x)

b)en déduire la structure de (G;x)

7) soit 'ensemble : U = {Z € (C/‘Z‘ =1}

a) Monter que : U = {ei‘9 /10 e R}

b)Monter que (U;X)est un groupe commutatif

10
Solution : 1)ona: My, =[0 J: l, et 0*+1* =1

donc: G#J
2)
a —
M eG@H(a;b)eRZ/M :(b ajeta2+b2:1
d0ecR/a=cos@et b=sing
cosd -—sin@
Donc : MeG@H@eR/M:[_ J
sind cosé
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{cos@
G= ]
sin@

3)soit: Mlz(
Deux éléments de G

MlxMZ:(

cosé, cosd, —sin g, sin 6,
sin g, cos#, +cos g, sin G,

MlxMzz{
Donc: M;xM, €G

Donc G est une partie stable de (M2 (R);X)

o3|
4)on a ; =1,et
01

Deux éléments de G

1
Et puisque : (

Car 0°+0°=0=1

Donc G n’est pas une partie stable de (M2 (R);+)
5)on pose : M (0)
Calculons : M"(8)

M2(6)=M(¢9)><M(9)=(

Montrons que :

M”(9)=(

par récurrence sur N°
ajona: M*(0)

Prof/ATMANI NAJIB

cosg, -sing, cosd, —sing,

—C€0sd;sind, —sin g, cos b,
—sin @, sin @, —cos g, cos b,

cos(6,+6,) —sin(6,+6,)

sin(6,+6,) cos(6,+6,)

cosnd@
sinn@

la ppté est vraie pour n=1
b)on suppose que :

. cosngd —sinng
U e

sinng cosnd
C) montrons que :

wis [ €0s(n+1)@ —sin(n+1)0 _M((ns1lg) 2
M (9)_[sin(n+1)n6 cos(n+1)o9j M((n+1)6) *

M™ (6)=M (6)M" (6) = cosnd —sinnd\(cosd -sind
- “|sinn@ cosnd J\singd cos@

=M (ng)

~ cos(nd+6) -sin(nd+6) (s
_[sin(n0+€) cos(n0+9)j_M(( 1)‘9)

Donc: VneN" M"(6)=M (no)

6)a)Soit (6,;6,) e R?

Ona: f(6+6,)=M(6,+6,)=M(6,)xM(6,)
donc: f(6,+6,)="1(6)xf(6,)

donc: f estun morphisme de(R;+) dans(G;x)
etona: YMeG 30eR/ f(0)=M(0)

donc f est un morphisme surjectif de(R;+) dans
(6

6)b)puisque f est un morphisme surjectif de
(R;+) dans(G;x) ona f(G)=Reton a aussi
(R;+)est un groupe commutatif alors aussi
(G;x) est un groupe commutatif

7) a)Montrons que : U = {ei‘g /0 e R} ?
Soit zeC alors z=a+ib avec (a;b) e R?
zeU < |z|=1<|a+ib|=1

zeU < a’+b? =1

<> Jd0eR/a=cosfet b=sinf et z=a+ib
http://www. Xriadiat.com 12




zeU & 3JOcR:z=cos@+isinO =e”
Donc: U ={ei9/¢9€R}

b)Montrons que (U;x)est un sous-groupe de
e

onaUcC'etU =JcarleU

Soient z, €U et z, eU montrons que

Z, % Z’l2 eU?

z,eU <36, eR:z =e*

z,eU <36, cR:z, =e*

Ona: z,xz %, =e% x(e” )_l —e xe % —gl® %)
Avec 6, -60,eR donc: z,xz %, eU

Donc : (U;x) est un un sous-groupe de (C*;X)

Et puisque ((C*;X) est commutatif

Alors : (U;><) est un groupe commutatif

a -2b) (¢ -2d
2) M(a;b)XM(C;d): b a X d c =

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : ac—2bd € Ret

j = M(ac—Zbd;ad+bc)

ad+bceR donc: M x M cE

(a:b)

(cid)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient : M eEet M eE

(aib) (cid)

f (I\/I(a;b) X M(C;d)) = f (M(ac—Zbd;ad+bC))

=ac—2bd +i(ad +bc)/2

(M) )% (M) ) = (a+ibyv2)(c+idv2)

Prof/ATMANI NAJIB

= aC—2bd +i(ad +bC)\/§: f (M(ac—Zbd;ad+bC))

= f (M(a:b) x Ivl(c;d))
f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans (C*;X)
Soit x+iy e C" avec (X; y) e R?

On cherche M,  €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(aib)

f (M(a;b)): X+iy < a+iby2 = X+1y
a=x a=x

Q{bﬁ Sy (a;b) e R*Existe et il

=Yy = \/E

est unique

donc : f est un morphisme bijectif de

(E-{0,}, x) dans (C";x|

b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes

et (C*;X) un groupe commutatif donc aussi

eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif

4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (MZ(R);X)donc La multiplication est

distributive par rapport a 'addition dans E
Doncona:

(E;+) est un groupe commutatif et

(E-{0,}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E

Conclusion : (E;+;x)est un corps
Exercice 21: Soit (A;+;x)un anneau.

Et 1, est l'élément neutre de (A;x)

soient: ac A et be A tels que :
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ayab+ba=1,

b)azb+baz=a

1)montrer que : a2b =ba2
2)montrer que : aba+aba =a
3)en déduire que : ab =ba
Solution : 1)ona: a2b+baz=a

donc:a2b+ba?2=al,

donc :a?b+ba?=a(ab+ba)
donc : a2b +ba? = a?b +aba
donc :ba? =aba(1)

etona: a’b+bat=a=1,a

donc : a’b+ba?=(ab+ba)a

donc : a2b-+ba? =aba+ba?

donc : a*b =aba(2)

de (1)et (2) en déduit que : a2b =ba?

2)d’aprés ce qui précéde on a :

ba? =abaet a?b =aba

Donc : aba+aba=a%b-+ba? etd’aprés b)ona
aba+aba=a

3)ona: (ab)(ab)=abab =(aba)b=(ba?)b

(ba)(ba) =baba =b(aba)=b(a%b)
(Car: aba=a%)
Etona: (ab)(ab)=(1,—ba)(1, —ba)

(ab)(ab)=1, —ba—ba+(ba)(ba)
Donc : ba%b =1, —ba—ba+bazb
Car: (ab)(ab)=(ba)(ba)=baz%

Donc : ba+ba=1, et puisque : ba+ab=1,
Alors : ab =ba

Exercice22: Soit (K;+;x)un corps.

On note : 1, I'élément neutre de (K;x)

Prof/ATMANI NAJIB

Soient x et y deux éléments de K —{0, }

Qui vérifient les conditions suivantes :
Ax+y=1L, b)) x'+y =1
avec : x le symétrique de x pour laloi x
1)montrer que : Xy = yxX =—1,

2)montrer que : X* + y* =7.1,

7.1, =1, +1, +...+1,

7 fois

Avec :

Solution : 1) Soient X et Y deux éléments de
K-{0.} ona: Xy = x(x_l + y‘l) y

Xy =XXy+xyly=y+x=—1,

Donc: Xy = yx =—1,

2)ona:l, =(x+ y)2 = X2 4+ Xy + yX+ y?

2

1, =x*—-1, -1 +Yy?

Donc: X +y?=3.1,

Donc: 9.1, =(x*+y? )2

Donc: 9.1, = X* +Xx°y? + y?x® +y*
Donc: 9.1, =x*+1, +1, +y*

4 4

Donc: X" +Yy" =7.1,

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que l'on devient un mathématicien
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