TD- LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
Avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB
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Exercicel : Donner la négation et la valeur de vérité de
chacune des propositions suivantes

HP:"vxeR/x*>0"
2) P: "3xeR/x*-2=0"
3)P:xelL2

4)P:" VneN/geN“

5)P:(vxeR);-1<cosx<1

6) P:(vneN);(3meN):n<m
7) P:(3n eN) 2n+1 est pair

8) P:(VneN);\/ﬁeN

9P:(vx eR);(Iy eR):y —x >0
10)P:(3x eR);2x +4=0

11) P:(Ix eR);x* =2

12)P: (3x ez); Zez

13)P:(vx eR);(3y eR):y* =x
Solution :

1)5:"HXERIXZSO" etona P :est fausse
2)P "vxeR/x*-2#0" etona P:estvraie
3P : xe[L2

4) P HneN/ggN" eton a P :est fausse

S)E(HXGR);COSX>1 oucosx—<—1 etona P:est
vraie
6) P (3neN);(VvmeN):n>m etona P:estvraie

7) P (VneN) 2n+1 estimpair P :est fausse

8)5 (ElneN);«/ﬁeN etona P:est vraie
P 9)(IxeR);(VyeR):y—x<0 etona P:estfausse
10)P:(3!x eR);2x +4=0 ona Pest vraie

11) P: (3x eR);x*=2 ona P:est fausse

12) E(VXGZ);%EZ etona P:estvraie

13)P (3xeR);(VyeR):y?=x etona P:estfausse

Exercice 2 Ecrire a l'aide de quantificateurs les
propositions suivantes :

1. Le carré de tout réel est positif.

2. Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.
3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4. Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.

5. Il existe un entier multiple de tous les autres.

6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Solution :
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1. "VxeR/x*>0"
2."3Jx e R,X>X* "
3. (vneN);(3meN):n<m

4.(3XER)Z(VHEZ);(VmEN*)ZXi%
(HneN) (VmeN)(ElkeN):nzmxk
6.(VxeR);(VyeR)/x<y=32eQ/x<z<Yy
Exercice3: xeR;yeR

0<x<2 1 1
=

Montrer que : —+=>1
0<y=<2 x vy
1
_>_
0<x=<2 x 2 1 1 11
O<y<2 |1 X'y 22
Solution : =Y —> y
y
:l+£>-1
Xy

Exercice 4 : X€R" Montrer que :

1+\/_—1 Jx=x=0
Solution : +\/__1 \/_:>(1+\/_)( \/_)

:1+(\/§) =1=1+x=1=x=0

Exercice 5 : 1) Montrer que :
(v(a;b)e]RiZ):a2+b2:0:>a:0 ethbh=0

2) XeR" et yeR" Montrer que :
x+y+2:2\/;+2\/§:>x:y:1

Solution : 1)@%+b?2=0=a?=-h?= a?eR"

Oronsaitque a2 R" donc a2 R" "R™ donc a2=0
donc a=0

Et puisque @2+0b2=0 alors b=0
2)

X+y+2=2x+2\Jy = x-2x+1+y-2,y +1=0
= (Vx-1) +({y-1) =0=Vx-1=0

\/y—lzo d’apresl)
:\/;:1 et \/y=1:>x=1 et y=1
Donc : X+ y+2=2\x+2\[y = x=y=1
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Exercice 6 : Montrer que :
(v(a;b)eRZ):a2+b2:1:>|a+b|§J§

Solution : 1) Supposons que : a2+b2=1

Oronsaitque V(a;b)eR ;(a—b)2 >0

Donc : a2—2ab+hb2>0 et puisque : a2+b2=1 alors :
1-2ab>0 Donc 2ab<1et a2+b2=1

Par suite : @2+b2+2ab <2donc (a+b)2<

Donc J(a+b)2 <+/2 donc |a+b| <2

Oronsaitque a2e R* donc a2e R" "R~ donc a2=0

Donc: a=0
Et puisque a2+b2=0 alors b=0
2)

x+y+2:2\/§+2\/§:>x—2\/§+1+y—2\/y+1:0
= (Vx-1) +(yy 1) =0=Vx-1=0et Jy-1=0
d’apresl):>\/;:1 et \/§:1:>x=1 ety=1

Donc:x+y+2:2\/§+2\/§:>x:y:1
Exercice 7: Montrer quesi acQ et beQ alors
a+beQ

Solution : Prenons acQ et be Q. Rappelons que les

rationnels Q sont I’ensemble des réels s’écrivant EaveC

q
peZetqeN",
Alors a:R avec peZetqeN"; De méme b= Ll avec
q g

p'eZetq e N donc
a+b=£+£,=w. Or le numérateur
qa q axq
pxq’+qgx p"est bien un élément de 7Z ; le dénominateur
gqxq" est lui un élément de N". Donc a-+bs’écrit bien de

=%avec p"eZetq"eN"Ainsi a+beQ
q

"

la forme a+b

Exercice 8 : On consideére la fonction définie sur

1
R-{—=%par:
{ z}p

X+2
JOR:

X+1

Montrer que :
1 1 1
|X—ﬂ<5=>1|x‘]4§|f (x)-f (1)|3§|X‘1|
3

Solution : |x—]4-<1:>—£<x_1<1:>l.<x.<_
2 2 2 2 2
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Ona: f(x)-f(1)=

X+2 x+2 2x-1 1-x

2x+1 2x+1  2x+1
1 X

D S (x)-f(1 —_

one | () ()| 2x+1 =1 X|X|2x+1|

Etona: |x—]1<:%<x<§:2<2x+1<4

l 1
:> |2X+1| E _|X | |—_|X1|
Dono : [x—1{<= ¢lx—1 <1 (x)- f ()< x4
Exercice 9 : Montrer que : neN:;leN
n+2
Solution :
Ona: neNdonc n+l<n+2

n

Donc O<n—+1<1 donc %eN

Exercice 10 :

n+
Montrer que pour tout

n+2

VXe[—Z;Z]:Z\/E>\/m.

Solution : I’inéquation est définie ssi voici le tableau de
signe :
T |—00 =2 2 o0
4—x? ¢ + ¢
D, :[_2; 2]
Soit x€[-2;2].
22 -4~ x‘z_( )R] g
2 Jh—x  n24h-x

2
N

22 +/4-x2

Donc Vx e[-2;2]: 22 = Ja—xz

Exercice 11 : Montrer que pour tout
vxeR:|x-1<x2-x+1,

Solution : Soit x e R. Nous distinguons deux cas.

Premier cas : x >1

Calculons alors (x2—

(Xz_

Alors|x—1]=x—1.
x+1)—(x-1)=x2-

X+1)—(x—1)=x2—2x+1+1=(x-1)2+1>0 Ainsi

X+1-x+1

x2—x+1>[x-1

D

N

(XZ—

euxieme cas : x < 1. Alors|x—1]=—(x—1).

ous obtenons

x+1)+(x—1):x2—x+l+x—1:x220.

Et donc X2—x+1>|x—1

Conclusion : Dans tous les cas x2— X +1> |x —]1 .
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Exercice 12 : résoudre dans R I'inéquation (E):

1- Xy L

4 J1+x

Solution : Soit S I’ensemble des solutions de(E)

4-x 1
etXE] 1+00[0na X€S®_>\/m

lcas:si Xe[4;+00[ alors 4—x <0 donc S=O

2 cas : si Xe]—l;4[ alors 4—x>0 donc

4-x 1 4-x\ (1
4 >J1+_x®( 4 j{ﬁ
FEE s

Donc S, = }0

7q

Donc S =S, US, }

Exercice 13 :

[x—=1]+2x-3>0

résoudre dans R Iinéquation (1):

Solution : soit S I’ensemble des solutions de(l)

Soit X € R: on va déterminer le signe de : x—1

r |[—o0 1 400

0 +

Si Xe[l;-l-OO[ alors [x -1 = x-1

r—1

Donc I’inéquation (1) devient :
X-14+2x-3>0<3x-4>0

3x—420<:>x2%

Donc: S, = Eﬁoo[ N[ +o0] = E ; +oo{

Si Xe ]—00;1] alors |X—1I = —(X—l) =—X+1
Donc I’inéquation (1) devient :

—X+1+2X-3>0<=x>2
Donc S, =[2;+0[ N]-0;1] =D

4
Finalement: S=35,US, = [5;-'_00[

Exercice 14 : Montrer que pour tout

VxeR:yx2+1+x>0.

Solution : Soit x e R. Nous distinguons deux cas.
Premiercas: X>0  Alors x2>0 donc x2+1>1>0
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2
j @X(X2—7X+8)>

Donc /x2+1>0 etona x>0 donc X2+1+x>0
Deuxiémecas: X<0.ona X2+1> x2

Donc +/x2+1 > +/x2 donc VX2+1>|x| or X<0

Alorsona: vX2+1>—x donc ¥x2+1+x>0
Finalement : VXeR:/Xx2+1+Xx>0
Exercice 15 : résoudre dans R I'inéquation (1):

x2—|x—2/+5=0

Solution : soit S I’ensemble des solutions de(1)
Soit X € R : étudions le signe de : Xx—2

Premier cas : si X €[2;+o0[ alors [x—2|=x~-2
Donc I’équation (1) devient :
X2—(x=2)+5=0x2-x+7=0
A=1-28=-27<0 donc: S, =0
Deuxiéme cas : si X € |-o0;2[ alors
=—(x—2)=—x+2

Donc I’équation (1) devient :

X2+(x—2)+5=0< x2+x+3=0
A=1-12=-11<0 donc S, =2
S=S,US,=0

Exercice 16 : Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple

Finalement :

de 3 pour tout N N.
Solution: Soit N € Non a 3 cas possibles seulement pour n

N=3k ou N=3K+1ou N=3K+2 aveck €N
1cas: N=3K

(n +1)(n+2) =3k (3k +1)(3k +2)=3k" Avec
=k(3k+1)(3k+2)

Donc n(n+1)(n+2) estun multiple de 3

2cas: N=3K+1
n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k+2)(3k+3)=3(3k+1)(3k+2)(k+1) =3k’
Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) estun multiple de 3

3cas: N=3K+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4)=3(3k+2)(k+1)(3k+4) =3«
Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)

Donc n(n+1)(n+2) estun multiple de 3

Conclusion : VN €N n(n+1)(n+2) estun multiple de 3
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Exercice17: XxeR etyeR
Montrerque: X#2 et Y#2 = 2X+2y—-Xy—2+2
Solution : soitxeR ety e R
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2X+2y—Xy—2=2= Xx=2 ou y=2
Ona: 2X+2y—-xy—-2=2= 2x+2y-xy—-4=0
=x(2-y)-2(2-y)=0=(2-y)(x-2)=0
=2-Yy=00ux—2=0=>Yy=20u x=2
Donc: X#2 et Y#2 = 2X+2y—Xy—2#2
Exercice 18: Xe R etx#-5

X+2
Montrer que : X#-8 = ——#2

X+5
Solution : soitxeR ety e R
Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : : —— =2= X=-8
X+95

Ona: XLZ:Z: X+2=2(x+5)
X+5
=>X+2=2x+10=x=-8
X+2
Donc: X#—8 =>——#2
X+5
Exercice 19 : Soit neN. Montrer que si n2 est pair alors
n est pair.
Solution : Nous supposons que n n’est pas pair
Nous voulons montrer qu’alors n? n’est pas pair
Comme n n’est pas pair il est impair et donc il existe
keN tel que n=2k +1.
Alors n?=(2k +1)2 = 4k?+4k +1=2(2k?+2k ) +1=2k'+1
avec k'=2k2+2k eN.
Et donc n? est impair.
Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors
nZ est impair. Par contraposition ceci est équivalent a : si
n2 est pair alors n est pair.
Exercice20: xeR;yeR

Montrer que : x =y = (x+1)(y-1)#(x-1)(y+1)
Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y ??
ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=
Xy—x+y-1l=xy+x-y-1

= -2X=-2y=>X=Y

Donc : x#y=(x+1)(y—1)=(x—=1)(y+1)

Exercice 21 : Soit neNet peN
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Montrer que NX P est pair ou N?— P2 est un multiple

de 8 .
Solution :

e Sinoupsontpairs alors NX P est pair
e Sinou p sont impairs alors
Nn=2k+1 et p=2k'+1 avec keN;k'eN

Donc N2 p2=(2k+1)" (2K +1)
nz— p2=4(k(k+1)—k'(k'+l)) etona: m(m+1)

est pair
n2—p?=4(2a-2f)=8(a~-f)=8k" donc n2- p?

est un multiple de 8 .
Exercice 22 : Soient a>0 et b>0 Montrer que si

a b
——=——alorsa=h.
1+b 1+a

Solution : Nous raisonnons par 1’absurde en supposant que

a b
—=——etazb.
1+b 1+a

Comme izlalors a(1+a):b(l+b)donc
1+b 1+a

a+az=b+b2d’ou a2—b?2=b—-a. Cela conduit a
(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b+ Oet

donc en divisant par a—b on obtient :

a+ b =-1. La somme des deux nombres positifs a et b ne
peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.

Conclusion : si 2 = L alorsa=nb.
1+b 1+a

Exercice 23 : Soit f la fonction numérique définit sur R
par: f(X)=x2+2x

Montrer qu’il n’existe pas de nombre positif M tel que :
vxeR ona: f(x)<M

Solution : Nous raisonnons par 1’absurde en supposant
qu’il existe un nombre positif M tel que : YxeRR ona:

f(x)<M™
F(X)<M = x2+2X<M = x2+2x+1<M +1

:)(X'Fl)zﬁ M+1— «’(X-l-l)z <JVM +1 o
X+ <VM +1

=M +1<x+1< VM +1 =

M +1-1<x<JIM +1-1 WxeR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre :
X=+M+1

http://www.xriadiat.com/
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Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de
nombre positif M tel que : vxeR ona: f(x)<M

Exercice 24 : Montrer que : 2 ¢ Q

Solution : Nous raisonnons par 1’absurde en supposant que

J2eq
Donc il existe aeNetheN'; tel que \/_zg avec
anb=1

2=%:>a:b\/§:>a2=(b\/§)2

— a2=20b2 = a2 est pair = a est pair
Etona: \/§=%:>a2=2b2:>4k2=2b2:>
2k2 =p?

— b2 est pair = b est pair

a
Doncona: \E:B

Cad : aAb =1 Nous obtenons une contradiction

avec & est pair et D est pair

Donc notre supposition est fausse donc NEY: Q

Exercice 25 : (Contraposée ou absurde)

Soient a;b e Q

1)Montrer que : a+by2=0=a=b=0

2)en déduire que : a+by2 =a’'+b'V2 =a=a’ et
b=b'

Solution :1) Nous raisonnons par 1’absurde en supposant

que b=0

a+b\/§=0:b\/—:—a:—%:\/§

Or a;be@ donc —%e@ mais on sait que «/Ee@

Nous obtenons donc une contradiction

Donc b =0 et puisque : a+b+/2 =0 alors a=0
2) supposons que : a+ by/2 =a’ +b'+/2 donc
a—a'+bJ§—bk/§=O

Donc a—a’+ \/E(b —b")=0 et d’aprés 1) on aura :
a—-a =0etb-b'=0

Donc a=a’' et b=b’

Exercice 26 : (absurde)

On considére ’ensemble : A= {1; 2:.3.4;... n} avec n un
nombre entier impair
Etsoient X, ; X,; X5; X, ;...

I’ensemble A distincts deux a deux

; X, des éléments de

Montrer que : Ji € A/ X, —1 est pair
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Solution : Nous raisonnons par 1’absurde en supposant
que : Vi e A/ X, —1 estimpair

Onadonc:

S =(%—1)+(X,—2)+ (X =3)+..+(X, —n) un
nombre entier impair

Car c’est la somme d’un nombre impair de nombres
impairs

Or: S=(X+X% +X+..+X )—(1+2+3+..+n)=0

est O est pair
Nous obtenons donc une contradiction donc :

die A/ X —1 estpair
Exercice 27 : Montrer que La proposition
P:(vxe[0;1]):x22x est fausse :

Solution : sa négation est : P: (>xe[0:1]):x2<x
1 1y 1
En posant: x= 3 onaura: (Ej < > donc La proposition

P est vraie donc P est fausse

Exercice 28 : Montrer que La proposition
P:(vxeR)(VyeR):x2+y2>x+y est fausse :
Solution : sa négation est :

P:(3xeR)(IyeR): x2+y2 < x+y
1 1Y 1
Enposant: x=1 et y:E onaura: 12+ 5 <1+§

cad %< % donc La proposition P est vraie

Donc P est fausse
Exercice 29 : Montrer que La proposition

P: (v(a;b) € RZ) Jaz+h2 =a+b estfausse :

Solution : sa négation est :

P:(3(a;b) e R2):vaz+b2 £ a+b

Enposant: a=4etb=3 onaura:
Jaz+h2=16+9=25=5 et a+b=4+3=7donc La
proposition P est vraie donc P est fausse

Exercice 30 : Montrer que La proposition suivante est
fausse :

« Tout entier positif est somme de trois carrés »

(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32,... Par exemple
6=12+12+22)

Démonstration. Un contre-exemple : les carrés inférieurs
a7 sont 0,1,4 mais avec trois de ces nombres on ne peut
faire 7.

Exercice 31 : Montrer que La proposition

PZ(VXER*)ZX+322 est fausse :
X

: L = : 1
Solution : sa négation est : P:(HXER ): X+—=<2
X
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x=-1onaura: —1+i:—2<2 donc La

En posant :

proposition P est vraie donc P est fausse
Exercice 32 :  On considére la fonction f définie sur R

par :
f (X) =2Xx?2—x+3 Montrer que : fn’est ni pair ni impair

Solution : fest n’est pas pair ssi (EIX € R): f (—X) = f (X)
f est n’est pas impair ssi (EIX € R) o f (—X) #—f (X)
Onaeneffet: f(1)=4 et f(-1)=6 donc

f(-1)%—f (1) et f(-1)=f(1)

Donc fn’est ni pair ni impair
Exercice 33 : Montrer que La proposition

azb
P:v(a;b;c;d)eR“;{ —a+Cc=b+d estfausse:

C#

— azb
Solution : sa négation est : P:3(a;b;c;d)e R“;{C g @
a+c=b+d
Ona: 2#3etlz0et 2+1=3+0
Donc La proposition P est vraie donc P est fausse
Exercice 34 : Montrer que La proposition
P:(VxeR)(IyeR):x2—xy+y?=0 est fausse
Solution : sa négation est :
P:(IeR)(VyeR):x2-xy+y2=0

Enposant: x=lonaura:1-y+Yy2cad Yy?-y+1
A=(—1)2—4=—3-<0 donc : yz—y+1>0 donc :
y2—y+1=0

Donc : La proposition P est vraie donc P est fausse

1
Exercice35: VX>0 X+;Z 2

X2 +1 x2+1

) 1
Solution: X +—2>2 &< >2&
X X X
2

2 —_—
X +1_220<:>M20

>2

2
et puisque ona:(X -1 >0 donc Vx>0 x+122
X X

Exercice 36 : soit xeR Montrer que :
1 2 1 2

|x— <o - <=
2 5 x+1 3

Solution :

|x—]4§%c>—%£x—1§%c>—%+2§x—1+2£%+2
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<:>§§x+1§E Z<L<E
2 2 5 x+1 3

Exercice 37 : résoudre dans R 1’équation (E):

VX +1=2x
Soit S I’ensemble des solutions de 1’équation (E)

Solution :

2
Methodel : XxeS =X +1=2x=>/X* + =(2x
N

cio =i k=B
3 3 3

=X +1=4x* = 3%°

Remarque : on ne peut pas affirmer que :

@

X=—— et X=———sont les solutions de 1’équation

Et inversement on a : f —_ f _2*/_ _oNY
Donc:—ﬁgs etona: ﬁ +1= /1+ :&
3 3 3 3

Methode2 : XeS < VX2 +1=2X et x>0 <

S 41 =(2x)

2 2 2 1
S X +H1=4X" et x>0 < X =§etX20
3 3
@(X=£oux=—?)etx20
Donc:S:{g}

Exercice38: XxeR etyeR

Montrer que : |x—y|<2x*+y*+xy

Solution: XeR etyeR

x—y|<2 )¢ +y2+xy < |x-yf S(ZM)Z

& XE=2xy + Y2 <AX% +4y° +4xy

< 3x° +3y* +6xy >0
<:>3(x2+2xy+y2)20c>x2+2xy+ y> >0
< (x+ y)2 >0

On sait que (X+ y)2 >0 (vraie)

Donc: VXeR et VyeR : [x—y|<2X’ +y*+Xxy

http://www.xriadiat.com/
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Exercice 39 : 1) Montrer que :
(v(a;b)e(R+)2):a+b=0<:>a=O eth=0

2) XeR et Y€ R Montrer que :
M+\/yTr1:2<:>x:y:0

Solution : 1) a) ::(V(a;b)e(R+)2):a+b:0:a=0

eth=0

Supposons que ; a+b=0 et(a=0 ou b;tO)et
(a;b) e (R")

Donc a-+b > Ocontradiction par suite a=0 et b=0
b) < inversement si a=0 et b =0 alors on aura
a+b=0

Donc (v(a;b)e(R+)2):a+b=0<:>a=0 et h=0

2) XeRetyeR
X241+, y2+1=2 < /x2+1+,/y2+1-2=0
<:>(\/x2+1—1)+(\/y2+1—1):0 or V/x2+1-1>Oet

y2+1-1>0

S UX2+1-1=0et \y2+1-1=0 < x2+1=1et
y2+1=1

SxX2+1l=1et Y?+1=1<x2=0et y2=0 < x=0

et y=0

Donc :VX2+1+,y2+1=2<x=y=0

Exercice 40 : Montrer que : VN e N;3" >1+2n .
Solution : notons P(n) La proposition suivante :
Vvn e N;3" >1+2n . Nous allons démontrer par

récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N.
1étapes : Iinitialisation : Pour n=0 nous avons
3°>1+2x0 donc 1>1.

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que P(n) soit vraie ¢’est-a-dire : 3" >1+2n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3" >1+ 2(n +1) ?? ¢’est-a-dire

Montrons que 3"* >2n +37?

Ona: 3" >1+2n d’aprés I’hypothése de récurrence donc
3" ><323><(1+ 2n)

donc: 3"*>6n+3
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Or on remarque que : 6n+3>2n+3(on pourra faire la
différence(6n+3)—(2n+3)=4n>0)

Donc: ona 6nN+3>2n+3 et 3" >6n+3 donc

3 >2n+3
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie
pour tout n > 0, c’est-a-dire Vn e N;3" >1+2n .
Exercice 41 : (Récurrence) Montrer que pour tout n e N*,
nx(n+1)
1+2+3+..+n :T.
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie
pour tout ne N*.
1étapes : I’initialisation : Pour n=1 nous avons
1=M =g =1donc 1=1.
2 2

Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-
nx(n+1)

2
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que :

a-dire: 1+2+3+...+n=

(n+1)x(n+2) ”
2

1+2+3+...+n+(n+1)=

Ona:1+2+43+.+n+(n+1)=(1+2+3+..+n)+(n+1)
et on a d’aprés I’hypothése de récurrence:
(n+1)x(n+2)

1+2+3+...+n+(n+1)= 5

Donc

1+2+43+..+n+(n+1)= (n+1)(n+2)

“X(g”)+(n+1)=(n+1)(2+1)=

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence ona:
nx(n+1)

2
Exercice 42 : Montrer par récurrence que :pour tout entier
n>5:2">6n

Solution : notons P(n) La proposition : « 2" >6n »

VneN;1+2+3+...+n=

1étapes : Initialisation : Pour N =5:2° =32 et

6x5=30 donc 2° >6x5

Donc P(5) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie ¢’est-
a-dire: 2" > 6n

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 2" > 6(n +l) 2?
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Or, puisque 2" > 6N (d’aprés I’hypothése de récurrence)
Donc: 2" x2>6nx2 donc 2" >12n (1)
Or on remarque que : 12n > 6(n +1) (2

Eneffet: 12n—6(n+1)=6n—-6>0

Car: N >5donc 6n>30 donc 6n—6>24>0
On conclut par récurrence que : Pour tout N> 5:
2" >6n

Exercice 43 : Montrer que : YN e N;n® +2n est
divisible par 3

Solution : Montrons 3k € N/n®+2n =3k
1étapes : I’initialisation :Pour n=0 nous avons

0°+2x0=0 est un multiple de3

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
C’est-a-dire: 3k e N/n®+2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que :

3k eN/(n+1)’ +2(n+1)=3k" 22

(n+1) +2(n+1)=n*+3n?+3n+1+2n+2=
:(n3+2n)+3n2+3n+3:3k+3(n2+n+1):3(k+n2+n+1)
=3(k +n’+n+1)=3k’ avec k'=k +n”+n+1

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a :

vne N:n®+2n est divisible par 3
Exercice 44 : (Récurrence) Montrer que pour tout
neN"

Zn:kz =1 +2° 43 +..4+n° = x(n+1)x(2n+1) .

= 6

Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie
pour tout ne N*.

1étapes : Iinitialisation : Pour n=1 nous avons
Ix(1+1)x(2+1) 1x2x3

6 6

= =1

Donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie ¢’est-

e Zkz nx( n+1)6 (2n+1)

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que :

(n+1)x(n+2)x(2n +3) o
- 2
Ona: L +2°+3+.+n°+(n +1)2 =(12+22+32+...+n2)+(n +1)2
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P+284+3 440 +(n +1)2 =

nx(n+1)x(2n+1)

etona: 1 +2°+3F +..4+n°= 5 d’aprés
I’hypothése de récurrence donc
12+22+32+...+n2+(n+1)2 =w+(”+1)2
:(n+1)[n(2n+1)+(n+1)j:(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)j
6 6
2
:(n+1)(2” +7n+6j
6
Et on remarque que : 2n*+7n+6=(n+2)(2n+3)
Donc : £ +2°+3 +..+n*+(n+1)’ = (n+9)x(n +62)><(2n )

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence ona:

nx(n+1)x(2n+1
P+2°+3+..4+n%= ( 23 (2n+1)
Exercice 45 : (Récurrence) Montrer que pour tout
neN"

n2x(n+1)2
1 .

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie

pour tout ne N*,
1étapes : I’initialisation : Pour n=1 nous avons
Pe 12x(1+1)2 _

4

Donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie ¢’est-

a-dire : Zk3 n+1)

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que :

kzk :(n+1)zz(n+z)z:((n+1)2(n+z)T N

n+l

Ona: Zk —st n-l'l
k=1

x(n+l)2

Zk3 =P+22+3¥+..+n°=
k7

n
Etona: Zk3 = d’apres I’hypothése de
k1

récurrence donc

Es Ll) +(n+1)’ (n+1)(4+n+1j (n+1)2[n2+jn+4]
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2 2 2
=(n+1)2 (n+2) =(n+1)2 (n+22) =((n+1)(n+2)j
4 2 2
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: ne N* :

Zn:k3 _ n2x(n+1)?

P} 4
Exercice 46 : (Récurrence) Montrer que pour tout
neN":

k=n

> (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)".

k=1
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie

pour tout ne N*.
1étapes : I’initialisation : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et

(1+1)° =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-
k=n

a-dire: > (2k+1)=(n+1)’
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que :

k=n+1

> (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)+(2n+3)=(n+2)

k=1

2

?7?

ona: 3 (2k+1)=3 (2k+1)+(2n+3)
Etona (k;;prés l’hypo:;ése de récurrence :
kf(zk +1)=(n+1)’

[k;nc :

k=n+1
> (2k+1)=(n+1) +(2n+3)=n’+2n+1+2n+3=n+4n+4
k=1

k=n+1

Donc: Y. (2k+1)=(n+ 2)2 donc P(n+1) est vraie.

k=1
Conclusion : Par le principe de récurrence ona:
S (2 +1)=(n+1) vne N’
k=1
Exercice 47 : Montrer que : VN e N;4" +6n—1 est
divisible par 9
Solution : Montrons que : 3k e N/ 4" +6n—1= 9k
1étapes : Iinitialisation : Pour n=0 nous avons
4° +6x0—1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
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c’est-a-dire: Ik e N/ 4" +6n—-1=9K donc
4" =9k —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que :

k'eN/4™ +6(n+1)-1=9k" 22

4" +6(n+1)-1=4x4"+6n+6-1
=4x(9%k—6n+1)+6n+6-1=36k+4-24n+6n+6-1
=36k +9-18n =9(4k +1—2n) =9k’

Avec K' =4k +1-2n

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence ona :

Vn e N;4" +6n—1 est divisible par 9

Exercice 48 : Montrer que : VN e N;7" —1 est divisible
par 6

Solution : 1étapes : I’initialisation : Pour n=0 nous avons

7° —=1=0 est un multiple de 6

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie
C’est-a-dire: I3k e N/ 7" —-1=6k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
Montrons alors que : 3k’ e N/ 7™ —1 =6k’ 77

T = TxT 1= x(6+1)~1=6x 7" + 7" ~1=6x7" + 6k
7””—126(7n +k):6k' Avec K'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence ona:

Vn e N;7" —1 est divisible par 6

Erreur classique dans les récurrences

Exercice 49 : Pour tout entier naturel n, on considére les
deux propriétés suivantes :

P (n) : 10" —1est divisible par 9

Q (n) : 10n + 1 est divisible par 9

1) Démontrer que si P (n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.
2) Démontrer que si Q (n) est vraie alors Q (n + 1) est
vraie.

3) Un éleve affirme : " Donc P (n) et Q (n) sont vraies pour
tout entier naturel n.

Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.

4) Démontrer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n.
5) Démontrer que Q (n) est fausse pour tout entier naturel
n.

On pourra utiliser un raisonnement par I'absurde.

Exercice 50 : Soit P(n) la propriété dénie sur N par :

7" —1Est divisible par 3
1) Démontrer que si P(n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.
2) Que peut-on conclure
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Exercice51: aeR etbeR telque: ae]|-L1] et
be]—l;l[
a+b

1+ab

Solution : —1< a+h
1+ab

& |a+b|2=<[1+ab|2 < a2+b2+2ab < 1+a%?+2ab

Donc: -1< a+h
1+ab

Donc:ae]-L1f etbe]-Ll] =-1<a<let -1<b<1

<1

Montrer que : —-1<

a+b
1+ab

<le

<1< |a+b|<[l+ab|

<1< (a2-1)(1-b?) <0

=lal<let|p|<1=a’<leth?<1=a’-1<0 et
1-b%2>-0

= (a2-1)(1-b?)<0

a+b

1+ab

Exercice 52 : Traduisez les propositions suivantes en
langage courant puis déterminer sa négation et la valeur de
VErité :

1) P:(vxeR);(IyeR): x>y

2) P:(IxeR);(VyeR): x>y

3) Pi(VxeR);x*24=x>2

4) P:(IxeR);x* =4

Donc: ae]-Lf ethe]-L1 = -1< <1

)
5) PZ(V&‘>—O);(3X€{1+%;HEN*}j/X<S+1O

Solution :
1)Pour tout X appartenant a R il existe au moins un y

appartenanta R tel que X est supérieur strictementa vy
et P:(3xeR);(VyeR):x<y

P:(vxeR);(3y eR): x>y Estune proposition vraie car
I’lorsque je prends X je peux trouver Yy il suffit de
prendre: y=x-1

2) il existe au moins un y appartenanta R tel que Pour
tout X appartenanta R ona X est supérieur strictement a
y et P:(vxeR);(IyeR):x<y

P est une proposition fausse car I’lorsque je prends X je
peux toujours donner ay lavaleur: y=Xx+1

3) Pi(VxeR);x*24=x>2

Pour tout X appartenanta R si x° est supérieur ou égal &
4 alors X est supérieur ou égal a 2

P:(IxeR);x*>4 et x<2

P Est une proposition fausse car I’lorsque je prends
Xx=-2o0na (—2)2 >4 et —2<2

4) P:(IxeR);x* =4
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Il existe au moins un y appartenanta R tel que x° est
égal 2 4
P:(VxeR);x* =4
P Une proposition vraie car il suffit de prendre : X =2
5) P:(Ve > O);[Hx e{1+l;n € N*}J/ X< e+10
n
Pour tout & supérieur strictement a 0 il existe au moins un

: . 1 .
X qui s’écrit sous la forme 1+— avec ne N” tel que X
n

est inferieur strictement a £+10

P:(33>0);(VXe{1+l;neN*}j/xZeHO
n

Soit £ =0

x<g+10<:>1+1<g+10<:>1<g+9<:>n>
n n c+9

Donc pour n = E(Lj+l on prend x:1+1 etona
e+9 n

x<¢&+10
P Est donc une proposition vraie
Exercice 53 : A ’aide de 1a méthode des tables de vérité,

dites si la formules POUP est une tautologie.
Solution :

P | P | PouP
011
101

Exercice 54 : 1. (Raisonnement direct) Soient
aeR":beR"

Montrer que si a<b alors asa—;bﬁb et OS«/%Sb

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n e N;n(n+1)
est divisible par 2 (distinguer les n pairs des n impairs).
4. (Absurde) Soit n € N* Montrer que ¥n?+1 n’est pas un

entier.
5. (Contre-exemple) Est-ce que pour tout X eIRon a

Xx<2=x<4?
6. (Récurrence) Fixonsunréel ac R™

Montrer que : ¥n eN;(1+a)" >1+nxa.

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices

Que I’on devient un mathématicien
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Autre exercices

Exercice 1 : P, Q des propositions ; Ecrire la négation des
propositions suivantes :

1. Toutes les voitures rapides sont rouges ;

2. Tout triangle rectangle posséde un angle droit

3. Dans toutes les prisons tous les détenus détestent tous
les gardiens

4. Pour tout entier x il existe un entier y tel que pour tout
entier z la relation z <y implique la relation z < x + 1.

5. il existe un mouton écossais dont au moins un coté est
noir

6. a) (PetQ) b)(nonPetnonQ) c)(P=Q)
Exercice 2 : Supposons que les chiens aboient et que la
caravane passe. Traduisez les propositions suivantes

En langage propositionnel. On note p : les chiens aboient et
q : la caravane passe.

a) Si la caravane passe, alors les chiens aboient.

b) Les chiens n’aboient pas.

c) La caravane ne passe pas ou les chiens aboient.

d) Les chiens n’aboient pas et la caravane ne passe pas.
Exercice 3 : Démontrer les énoncés suivants par
récurrence :

HVneN n®—n estdivisible par 6
2)VneN N° —N est divisible par 30

3)Vhe N N" —n est divisible par 42
Exercice 4 : Déterminer les valeurs de vérité des
propositions suivantes :
1. (3 est un nombre impair) = (6 est un nombre premier)
2. (\/2 est un nombre irrationnelle) = [(Vx € R) (1 +2x <
x?)]
3. (5 est positif) = (3 divise 18)
Exercice 5 :
1)Donner une condition nécessaire et pas suffisante pour :
a) x € [1,2]
b) n divise 6
2)Donner une condition suffisante et pas nécessaire pour :
a) x € [1,2]
b) n divise 6.
Exercice 6 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
1.VxeR:2x* +x+3>0
2.V(a;h)eQ?:av2+b#0

n+1

3.VneN':(—=¢N
n

Exercice 7 : écrire la négation des propositions suivantes
Q;(IxeR):x<2= x*>2019

P;(Vx eR):x #2=x*#4
Exercice 8 : Ecrire a I’aide des Quantificateurs la phrase
suivante :
1) « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».
2) « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel
que leur produit soit strictement plus grand que 1 ».
3)« Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que
X>N».
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Exercice 9 : Ecrire avec des Quantificateurs les
propositions suivantes puis dans chaque cas dire si la
proposition est vraie ou fausse.

1)Tout entier naturel est pair ou impair.

2)Tout entier naturel est pair ou tout entier naturel est
impair.

3)Il'y a un entier plus grand que tous les entiers.

Exercice 10 : Ecrire avec des Quantificateurs les
propositions suivantes :

1)f est constante sur R (ou f est une fonction de R dans
R).

2)f n’est pas constante sur R

Exercice 11 : En utilisant le raisonnement par contraposé
montrer que :

si Xe [Li+oof et Y& L:+oo

x#y=x-3x=Yy -3y

Exercice 12 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
1.E|XER:‘X2—X‘+3X=0

2.3x>0:x*+3x=0

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices

Que I’on devient un mathématicien
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